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Losningsskiss

3

1. a) Eftersom planet &r vinkelratt mot den givna linjen kan vi vélja linjens riktningsvektor | —1 | som
2

planets normalvektor. Detta ger oss planets ekvation: 3(x—-1)—(y-2)+2(z+3)=0<3x-y+2z=-5.
Svar: I1, har ekvationen 3x-y +2z=-5

b) Origo tillhor inte planet ty (0,0,0) satisfierar inte I1,:s ekvation. Daremot gor t.ex. (0,0,—gj det.

Svar: T.ex. punkten (0,0,— gj .
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2. a) Eftersom |[x—4|= far vi tva olika fall, som sammanstélls i féljande tabell:
4-xomx<4 J

I,: x<4 I,: x=4
4-x-3x-8=04X=-4< | X-4-3x-8=0=-2x=12<
oSx=-1lel,, x=-6¢l,,
sd x =-1 ar en losning. sa ekvationen saknar I6sning i

detta intervall.

Kontroll:
x =-1 insatt i ekvationen ger oss VL=|-1-4/-3-(-1)-8=5+3-8=0=HL, d.v.s. x=-1 &r en I6sning.
x =-6 insatt i ekvationen ger oss VL=|-6 —4|-3-(-6)-8=10+18-8=20#0=HL, d.v.s. x=-6 &r

inte en 16sning.
Svar: x=-1

X—-lomx=>1

3-xomx<3 . .
och |x—1= far vi tre fall:

l1-xomx<1

b) Eftersom |3 — x| = {x 3om x> 3

0 x<1 l,: 1<x<3 l;0 x>3
3-3-x)>1-x< | 3-3-X)>x-1=0>-1,| 3-(x-3)>x-1<
vilket ar uppfylltforallax | 6-X>Xx-1<

i 1, sdolikheten ar

2x>1<:>x>1,
2 7
7>2x<:>x<§

d.v.s. olikheten har uppfylld for alla
I6sningsmangden | y | —|, =[1,3] I6sningi | d.v.s.olikheten har
L, =E ,1} il detta intervall. I6sningsméangden

T .
L3 = |:3,E|: | I 3
° . . .. . 17
Ovanstaende visar att olikheten ar uppfylld for alla xelL, u L, UL, = }— —[ :

2'2
Svar: XE}EZ[
2 2




3. a)Med w=-1-i/3 |W|=\/(— 1) + (— \/5)2 =2. Argumentet for w finner vi t.ex. via en figur (rita

denna!) och far argw = —2?” (eller vilken som helst av —2?” +Nn2z,neZ).

27
Svar: |w|=2, argw:—z?ﬂ z="5e 3

27 27

8
b) (zw)® =[Se'3 -2e_I3J = (10e° ) =10
Svar: (zw)? =10°
c) LAt u=x+iy= U=2<c|x+iy)|=2<x*+y? =4, d.v.s. villkoret [u| <2 ger oss alla komplexa tal

som ligger innanfor och pa randen till en cirkel med medelpunkt i origo och radien 2. Det andra

. 2 2r . ) . . o 2
villkoret, —?ﬂs argu s?ﬂ , innebar att vi har alla komplexa tal u som ligger mellan stralarna —?ﬂ

och 2?” . Bada villkoren ar alltsa uppfyllda for komplexa tal som ligger inom och pa randen till

cirkelsektorn i figuren nedan.

4. a) Alla termer i ekvationen In(3-x) = In(x—1)+Inx+In2 &r samtidigt definierade om och endast om

de tre olikheterna 3—x >0, x—1>0o0ch x >0 ar uppfyllda. Detta galler for 1< x <3 (lllustrera pa en
talaxel!) FOr dessa x har vi

IN(3-=x)=In(x-1)+Inx+In2 < In(3-x) = In(2x(x - 1)) = In(3 - x) = In(2x* - 2x) &
Ity In&r en strangt vaxande funktion/ 3 — x = 2x? — 2x < 2x? —x—3=0<:>...<:>...<:>x=E

(Observera att andragradekvationens andra rot x =—1 inte ligger i intervallet 1<x < 3)

Svar: X = E
2

b) Olikheten In(x? —9) > In(3—x) +In2 &r uppfylld omm féljande tre villkor ar uppfyllda samtidigt
1. x*-9>0(x-3)(x+3)>0=xel, =} o,-3[U]3,0
2. 3-x>0oxel,=]o3[
3. In(x*-9)>In(83-x)+In2 < In(x* - 9) > In(6 — 2x) < /ty In &r en strangt vaxande funktion/
X2 —9>6-2x = x* +2x-15>0 < (x - 3)(x + 5) > 0 < / Gor ett teckenstudium/
Xel,=]o0,-5]U[3,0
Den givna olikheten ar alltsd uppfylld om xe L, nL, nL, =/lllustrera pa en talaxel/ = } «0,-5].
Svar: x € | ,-5]



5.a) Vi har att f(x) =

1-2x

,Xe[-1,5] &r strangt avtagande (ty grafen till f &ar en rat linje med

riktningskoefficient —%< 0). Viharda V. =|f(5), f(-1)|=[-3.1].

For att finna inversen loser vi ut x ur

_1-2x

y—T,XE[—1,5]<:>2X=1—3y,X€[—1,5]<:>X=
Alltsa har f invers med f*(x) =

Svar: f harinvers f ‘med f(x)=

173 el-15].ye[-34]

1-3x

,D,, =V, =[-31] xe[-1,5].

I

1-3x =V, =[_3,1]

,D
f

b) For g(x) =2+In(2x—1) géller detatt 2x-1>0< x>%, d.vs. D, =}%,oo{ For att finna en

. .. A 1
eventuell invers loser vi for x > 5 ut x ur sambandet

Svar: g7 (x) = 5

1

X241

y=2+In2x-1) = In@2x-)=y-22x-1=¢"’ <

y-2
x=2 2+1,dér yeR.

,XeR

och v, =| 3. Det betyder att

1

A 2
6. a) Vi bestammer den riktning | B | som &r ortogonal mot bada linjernas riktningsvektorer v, =| -1
C 1
A 2
B|-[-1|=0
C 1 2A-B+C=0 2 -1 10
A (1 Q{A+3B+C=OC{1 3 1‘0J©
B|-[3|=0
C
4
2 -1 10 i t
(o 7 1‘0}‘:’ =H7m e
1 -7

Svar: Vektorn v =

4
1
-7

ar vinkelrat mot bada linjerna.



b) Forst en figur dar v, och v, motsvarar respektive linjes riktningsvektor och beteckningarna i 6vrigt
framgar nedan.

L, P,=(020) AV
< A
jl-'l\l/
P, =(1,-1,0)
Vl
L,
4
Vi har fran a)-uppgiften att v=| 1 | ar vinkelrat mot bada linjerna. Vi bildar vektorn u som gar fran
-7
L till L,:
1 -1
u=0F, -0 =| 2|-| -1|=| 3
0 0 0
Avstandet fran L, till L, ges darfor av ‘UHV" Det foljer att
~1) (4
3 1
4 4
u-v 0 -7 -1
UHV = 2 V= 66 1 ZE 1
v 7 7
[} [} - o 0 \/& 1
Avstandet fran L, till L, &ralltsa |u,, |=—=—= l.e.
L1 2 Hv‘ 6 m
1
Svar: —1l.e.
J66

7.
Sambandet kan skrivas x" —-1=(x—-1)" x"* 'neZ*. Vi bevisar pastdendet med hjalp av ett
k=1
induktionsbevis.
1
STEG1  P(l): V()= x'-1=x-1, HD)=(x-1)-> x*™* =(x-1)-x** =x-1
k=1

Alltsa V(1) = H(1) d. v. s. P(1) géller.
STEG 2: Vi antar att P(p) galler for godtyckligt fixt tal p € Z*, d.v.s. vi antar att

HE) = (x-1)Y x** =x" ~1=V/(p)
k=1

Detta medfor att



STEG 3

H(p+1) =(x—1)p§xp+1‘k =(x—l)-[[Zp:xp+l‘kJ+xp+l‘(p+1)J=(x—l)[xzp:xp‘k +x°J=
k=1

k=1 k=1

p

=x(x—1)2xp‘k +(x—1) = /enligtantagandet/ = x(x* 1)+ (x—1) = x""! = x+x-1=
k=1

=xP1_1=V(p+1)

dv.s. Hp)=V{p)=HE+1)=V({p+1)

Enligt steg 1 géller pastaendet for n = 1. Da géller det enligt steg 2 aven forn=1+1=2,
Men da galler det aven for n =2 + 1 = 3 0.s.v. Via matematisk induktion har vi alltsa att

pastaendet galler for allan € Z*, v.s.v.



