TNAOOL

Forslag till 6vningsuppgifter

FN = Forsling/Neymark, K = Kompendiet — Vektorer, linjer och plan,
O = Ovningstentamen

1. Vektorer, linjer och plan
O:4, 6, K3.2, K3.3 och Uppgifterna 1 och 2 nedan

Uppgift 1.
X 1

Linjen yl=t| 1 [,teR: och punkten P :(2, —1,1) ar givnai en ON-bas.
z -2

a) Berakna avstandet mellan linjen och punkten.
b) Bestdm koordinaterna for P :s spegling, S, i linjen.

Uppgift 2.
a) Berékna avstandet mellan punkten P = (3,0,—1) och skarningslinjen mellan planen x+y—-z=1

och x+2y=1.
b) Bestam koordinaterna for P:s ortogonala projektion, Q, pa skarningslinjen (fran a)-uppgiften).

¢) Bestam koordinaterna for P:s spegling, S, i skarningslinjen (fran a)-uppgiften).

2. Inverser
FN: 2.67, 2.68 och Uppgifterna 3 och 4 nedan

Uppagift 3.

a) En funktion som &r omvandbar har som bekant invers. Forklara vad som menas med att en
funktion & omvandbar. Rita gdrna kompletterande figur/figurer.

b) Visa att funktionen g(x) = x> —=2x -3, 1<x <4 har eninvers g . Bestam &ven inversen och dess

definitionsméngd Dg_1 .

Uppgift 4.

Betrakta funktionen f(x)=,1-In(2x-1).

a) For vilka x e R &r f(x)definierad?
b) Bestam, om mdjligt, inversen till f.

3. Olikheter
FN: 1.105abc

4. Absolutbelopp
01

5. In och exp
O:5 och FN: 2.70




6. Trigonometri (inklusive arcusfunktionerna)
O:1c, O:3, O7 (svar) och Uppgifterna 5 och 6 nedan

Uppagift 5.

) sin2x c€os2x 1
a) Visa att — - =
sin X COSX  COSX

b) Bestam det exakta vérdet av Sin(u+V) om sinu = <u<m och

w|
NS

] 2 3m
SinNV=——, —<V<2m.
3 2

Uppgift 6.
Lo6s ekvationerna

a) Zsin(ZX—%jzl, xe[0,27].

b) cosX—4sin(2x)-sin X+ 2co0s(2x)-cosx =0, X e ]— T, n]
c) arcsin x = arccos(3x)

7. Komplexa tal
O:2 och FN: 2.63a, 2.64, 2.81a och Uppgift 7 nedan

Uppgift 7
a) Askadliggor i det komplexa talplanet de punkter for vilka det galler att Rez >0 och |z|<2.
i —hi
b) Visaatt Rez=0 om z = a+b_ _a b_ , a,beR.
a—-bi a+bi

8. Geometrisk, aritmetisk summa, binomialsatsen
FN: 1.116a och Uppgift 8 nedan

Uppgift 8
Ange, med motivering, for vart och ett av foljande tre pastdenden (A, B och C) om det &r sant eller
falskt.

8
1
A. Koefficienten for X° ar —7 i utvecklingen av (X—E) .

B. | den aritmetiska talfoljd, som bérjar enligt =5, 3, 11, 19, ..., ar det 215:e elementet lika med
1707.

C. Det géller att 125:(3-2k‘1) =2"-1
k=1

9. Induktionsbevis
Uppgift 9 nedan

Uppgift 9

5 K n+2
Visa att formeln Z_k = 2—2—n gallerforallane Z".
k=1




Facit

1 72 1
1. a) =4/210 b)S=|--,=2,-=
)6 ) ( 3'3 3]
1 11
)2iE b)Q ( : 2] )
3. a) b) g7 (y) =1+y+4, D . = [-4,5]
1 e+l
4, D, = |=,~ =
3) Dy }2' 2 }
1-y? 1-x2
b) fi(y)=" 2+1 (eller £2()=""1ymed D, , =[0,00[.
5. b) _\E+94J§
5r 1 197
6' a 221 =T = h =
) % 2 T 120C %=1
b) Ldsning

cos X —4sin(2x)sin x + 2cos(2x)cosx =0 <
coSX—8sin? xcosx +2(1—2sin® x)cosx =0 <

cosx=0
cosx(—lZsin2 x+3):0c> eller

sin? x:l
4

T
cosx =0 ger 0ss x=4_rE och

sin 2 x:l@sin x:il,vilket ger losningarna x=+2 x:is—ﬂ
4 2 6 6
Svar: x=+2 +2 i5_7r
2 6 6
C) X—i
V10
7 a) A M

>
T 05 1 15 > Re




7b) Lbsning
L a+bi a-hi (a+hi)’—(a—bi)*> a®+2abi+(bi)’ —a*+2abi—(bi)*
a—bi a+bi _ (a+bi)(a—bi) a? — (bi)?
4abi 4ab
a+b® g, a’+b’
-

Imz

d.v.s. Rez=0, v.s.v.

8. Ldsning:
1 8 8 8 l k
A: SANT ty | x—= :Z X2 == |, d.v.s. x°-termen erhélls for k =3,
2 =k 2
o . e [(8Y( 1Y
vilket innebér att koefficienten for x> blir 3 . - =.=..=—1.

B: SANT ty for en aritmetisk talfoljd géller att n:te elementet a, =a, + (n-1)d ,
dar a, ar det forsta elementet och d ar differensen, vilket innebér att i var talfoljd
har vi a,,, =-5+(215-1)-8=1707 .

15
C: FALSKT ty i(s’-zk-l) =% =3(2°-1)=2"-1
k=1 -

Svar: A och B &r sanna, C ar falskt.

9. Losning

. . o o 1k n+2 " N

Vi skall visa att pastaendet P(n) : P 2—2—n géller férallane Z™.
k=1
Bevismetod: Induktion
Steg |
Lk 1 1 1+2 3 1

v=Y === H1)=2- =2-"==

Alltsa har vi V(1) = H(1), d.v.s. P(1) galler.

Steg 11
n . . . Pk p+2
Antag att P(p) galler for ett godtyckligt pe Z*, d.v.s. antag att z?:Z— 25
k=1

Vi far

Tk &k +1 +2 p+l 2(p+2 +1
V(p+D)= _kzz_k+ pp+1 z 2- . o+ pp+1 =2- (pp+1 )+ pp+1 =

ko1 2 k1 2 2 Enligt an- 2 2 2 2

tagandet
2p+4-p-1 p+3 (p+1)+2
- —2_ —p_\FTHTe
2p+1 2p+1 2p+1
Alltsa: V(p)=H(p)=V(p+1) =H(p+1) d.v.s.om P(p) galler sa galler &ven P(p +1).

Steg 11
Pastaendet galler enligt 1 for n=1. Enligt I1 géller det da &dven for n=1+1=2. Da galler

det aven for n=2+1=23 o.s.v. Via matematisk induktion géller pastaendet foralla ne Z*
V.S.V.



