TNAOO1- Matematisk grundkurs
Repetitionsuppgifter (inklusive facit)

2011-12-06 Sixten Nilsson

Kurshemsida: http://webstaff.itn.liu.se/~sixni/TNA001.htm

Hanvisningar

FN = Forsling-Neymark: Analys i en variabel
K = Kompendiet ”Vektorer, linjer och plan” (Baravdish/Nilsson 2011)
I = Induktion — Férelasning 5 (se kurshemsidan)

FN Kap 1.1 (R1 - R2)

R1.  Vilkaav foljande pastdenden ar sanna?

a)le¢R
c) V2 e {xeR: x3 + 1= 0}

b) -1 eN
d) V2 e {xeR: x2-2=0}

R2. L&t M1 och M: vara definierade pé foljande sétt:

M: = {xeN: x &r udda och x < 10}
Mz = {xeN: x &r jAmnt och 3 < x < 14}

Bestam mangderna
a) Mi1u Mz b) M1 n M2

FN Kap 1.2 (R3 - R11)
R3.  Forenkla s& langt som mojligt

15t

a) 21-2
4 3 7

RA4. Skriv som en summa

o5

c) (a+b)(@* -ab+b?)

R5. Skriv som en summa
3 2 Y
255
c) (2y+1)(2y -1)
e) (2v3+1)(2v3-1)

R6.  Skriv som en summa
a) (3+2x)(2x+3)

o[-3)5 )

7 4
2 3
73
18 2

o (33

d) (a—b)(a? +ab+b?)

2x+ 3\
" (75°)
d) (V6 ++2) (V6 -2)

(5

b) (s—4)(4-5)

d) (1+0,1x)(0,1x — 1)

R7.  Forenkla sa langt som mojligt (Tips: Forlang med namnarens konjugatuttryck)

\/§+1
J2-1

a)

243
) \/§+1



R8.

S d 2 5

3+ JE JE \/g +1 -
€) 1t 2
2J5-2 8
Skriv som en summa. (FOrsok att géra det direkt med hjalp av de inrutade reglerna nedan)
a) (a+b—c)’ b) (a—b—-c)?
2
y z 3
c) | xX—=+—= d) (1+2x
) ( 5 :J ) ( )

R9. Understk om féljande uttryck kan delas upp i faktorer. Utfor faktoriseringen dar sa ar majligt

R10.

R11.

a) y? —4x° b) x®+2x2 +x
c) x* —2x® +x? d) a(x+y)-b(x+y)
e) ac—bc—a+b f) x(a—b)-y(a+bh)

Forenkla de rationella uttrycken

2 2+ 12xy +4y°
a)X 1 b)9x +2xy+2y
1+Xx 9x* -4y

a’x® —x R
d
ax? —x ) t—t?
Forenkla
a)1-—2 > 1 1
a+b Xx—-1 X X°-X
5+1
Xy X+y X_q
y
p 3
§+1 5_2+B
&7 1 N 3
PR 1-—
a b p
X +h)? — x?

FN Kap 1.3 (R12 - R14)

R12.

R13.

Sok ekvationen for den rata linje som gar genom de angivna punkterna. Ange ytterligare en
punkt som ligger pa samma linje.

a) (1,5) och (-3,2) b) (-4,7) och (2,-3)

c) (-3,18) och (400,18) d) (-3,43) och (-3,87)

Bestam skarningspunkten (om det finns ndgon) med koordinataxlarna for linjerna i R.12.



R14. Bestam ekvationen for normalen till linjerna i R.12 som gar genom den forst angivna punkten i
resp. deluppgift.

FN Kap 1.4 (R15 - R29)
R15 Kvadratkomplettera polynomen

a) x* +3x-1 b) x? —9x+20
c) x2-3ys L d) xz-X

5 10 2
e) 3x° —2x+1 f) —2x° +5x-2

R16. Bestadm eventuella storsta eller minsta varden for polynomen i uppgift R15 ovan.
Ange ocksa for varje polynom det x-varde for vilket respektive extremvarde antas.

R17. Lo0s ekvationerna. (Tank pa att de alla ar s.k. nollprodukter.)
a) x-3)(2-x)=0 b) 2x-1)(2+3x)=0

¢) 9x(2x+1) =0 d) (x—l)(2x+%j(x+84) 0

R18. L0os ekvationerna.

a) 2x> —6x+3=0 b) 12x-9x* =4
242

C) 4x(x+3)=7 d) x+——=33
X

R19. Sok allareella I6sningar till ekvationerna
a) x' —14x*+45=0 b) (x* -1)* +2(x* -1)=8
) x°* =9+8x°

R20. Bestdm ekvationen for den cirkel som har medelpunkt i M och radier.

ayM=(0,00ochr=1 b) M=(0,00ochr=3
c)M=(1,0)ochr=2 d)M=(0,-2)ochr=1
e)M=(2,3)ochr=3 f)M=(-2-3)ochr= 42

R21. Foljande ekvationer beskriver en kurva i planet. Beskriv denna kurva. (Anm: Aven en rat linje
ar en kurva.)
a) (x=4)" +y* =4 b) (x+4) +(y-2)* =3
C) X*+2X+y? +2y—-2=0 d) (x-1)% +4y? =x* —2x+4(y +1)?
e) (x+1)? -2(y+1)® =x* —2y?

R22. Bestdm kvoten och resten vid division av p(x) med q(x) om
a) p(x)=x>-2x+3, q(x)=x-1 b) p(x) =x®+5x*> —x+1, q(X) =x+3
¢) p(x)=9-x°+2x*, q(x)=x-3

R23. Skriv féljande rationella uttryck som en summa av ett polynom och ett rationellt uttryck.
x> +x+1 17x* +5

a) ——~— b)

X-2 X+3



R24.

R25.

Visa att polynomet

a) f(x)=x°®+2x°+x®+x+3 haren faktor x+1
b) g(x) = x" —128 har en faktor x —2

c) h(x) =x* —=5x" +4x" &r delbart med x +1

Faktorisera i forstagradsuttryck polynomet

2
a) p;(x) =x* —2x* —5x+6 b) pz(x)=§+XT—x3

P,(X) = 13x% — 44x —x* +32

R26.

R27.

R28.

R29.

Visa att ekvationen x® + 6x* +3x—10=0 har lésningen x = 1. Bestam déarefter ekvationens
ovriga l6sningar.

Lo6s ekvationerna
a) x*-2x+1=0 b) 2x* —-5x+3=0

c) x* —2x*-6x+9=0

Polynomet f(x) = x® —5x* —8x+ 48 &r givet. Ekvationen f(x)=0 har en dubbelrot x = 4.
L6s ekvationen.

Los foljande ekvationer

a) v1+4x =4x-1 b) 3x+ v2-x =2
C) Xx++/3x+7 =1 d) VX +4/2x+2 =3

FN Kap 1.5 (R30 - R34)

R30.

R31.

R32.

R33.

Bestam losningsmangderna till foljande olikheter:
a)2(x-1)(x+2)<0 b)(1-2x)(x+2)>0

o XHDX=3) 4
X+5

Bestdm losningsméangderna till olikheterna:

a)x3-3x2+2x>0 b) x2 + 2x > 18x

Bestam losningsmangderna till foljande olikheter:

a)1<2x—1 b)ﬂgxz—Zx

X X+1
c)1<5_2X d) x-2 <34

X  X+2 X

2

e) —-1< <9
LoOs ekvationerna
a)|x-3]+x =5 b) [x-1] +[x-2]=3

c) [x-5]+|x+5]=6 d) [x2+2x-1] =2



R34.

L6s olikheterna
a) |x-3] +x<5 b) Ix-1] +[x-2] <3
c) |x-5] +|x+5]>6 d) [x2+2x-1] =2

FN Kap 1.6 (R35 — R46)

R35.

R36.

R37.

R38.

R39.

R40.

R41.

R42.

R43.

R44.

R45.

Den aritmetiska talfoljden 5, 8, 11, 14, ... &r given.
a) Hur manga av termerna ar mindre dn 1000?
b) Berédkna summan av de 20 forsta termerna.

Vid ett frimarksjubileum diskuterade man att ge ut en friméarksserie med 25 frimérken i
valorerna 0.50 kr, 0.90 kr, 1.30 kr, 1.70 kr 0. s. v. Vad skulle en sddan utgivning kosta en samlare,
som brukar kdpa 10 kompletta serier?

Bestam summan av alla heltal frdn och med 9 till och med 999 som slutar pa 9.

Summan av de n forsta termerna i den aritmetiska serien 24, 20, 16, 12, ... ar lika med 80. Bestam
n.

En geometrisk talféljd borjar med 54. Skriv de forsta fyra termerna i talféljden om kvoten &r:
a)?2 b) 2/3
c) -2 d)-1/3

a) Talen x, 2, 4, y inleder en geometrisk talfoljd. Bestdm x och y.
b) Talen x, 2, 3, y inleder en geometrisk talfoljd. Bestdm x och y.

| en geometrisk talfoljd &r as = 6 och az = 750. Bestam talféljden och summan av de sju férsta
termerna.

Ar 1990 var varldskonsumtionen av mineralolja 3 Gt. Den totala réoljereserven pa jorden
uppskattades da till 1 Tt. Nar tar raoljan slut om den

a) 6kar med 4 % arligen b) minskar med 4 % arligen
Berékna
a) 1—1+1—1+i—i+i—i+i—i+i—L med hjélp av formeln for en en

2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

geometrisk summa.
100

b) > (13+2K).

Utveckla till en summa
a) (x+2y)° b) (x-2y)°

c) (x—%y

Bestam koefficienten for x*, x® och x” i utvecklingen av
a) (x+2)” b) (x-2)*
Tips: Anvéand raknedosa vid (slutfaserna!) av berdkningarna.



R46. Bestdm den konstanta termen i utvecklingen av

a) (x+§)6 b) (x—xizjg c) (x—xizj4

I (Induktion) : FO 5 (R47-R48)
R47. Bevisa med hjalp av induktion
a) Formeln fér den aritmetiska summan av n st termer.

b) Formeln for den geometriska summan av n st termer for kvoten =1.

R48. Bevisa med hjalp av induktion att for alla ne Z*

2n-1 _ . n k n+2 . .

a) > k=n’forallanez". b) > =2- forallaneZz®.
par} a2 2"

c) D j-jl=(n+1)! -1 forallanez". d) > m2" =(n-1)2"" +2 forallaneN .
j=1 m=0

FN Kap 1.7 och 2.6 (R49 - R77)

R49. Rita ett komplext talplan och markera laget av foljande komplexa tal:
a)3+2i b) 6 - 5i c)-3+i
d) -2i e)4 f)-1-3i

R50. Rita ett komplext talplan och markera de punkter z foér vilka

a)Rez=1 b)Imz=-4 c)Rez>0

dimz>1 e)imz<0 fJRez=Imz

g)Rez<Imz h)yRez<Imz

Rita randen heldragen om den tillnér det betraktade omradet och streckad om den inte tillhor
omradet.

R51 Berakna absolutbeloppet av foljande komplexa tal och svara pa s enkel form som méjligt.
a)3-4i b) 0.5 + 1.2i c) -24 +7i
d)-1+i/2 e) (-1+ +2)i f)1+iv3
9) V3-ivV6 h)1+ 42 -i1-v2)

R52. Rita ett komplext talplan och markera de punkter z for vilka féljande ekvationer och
olikheter géller.
a)lz] =2 b) |z] <3 c)lz] =1
d) |Rez]| =1 e) |Imz] <1 f) [Re z] = |Im z]

R53. Satt u=2-3iochv=-5+2i. Berdkna
a)Re (u+v) b) Im (u-v)

¢)Im U+ V) d) Re (U + V)



R54.

R55.

R56

R57.

R58.

R59.

R60.

R61.

R62.

R63.

Satt u =3+ 2i och v =-1+3i.Ritai det komplexa talplanet
a)u,vochu+v b)u,vochu-v

Skriv det komplexa talet pa formen x + iy
) 3+2i)4-5i) b)(5-4)5B+4) ) (@-3i)
d)3(1-5i)(2+i) )i fi+iz+i

. Visa foljande regler

-1z imz= (22
a) Rez-2(2+z) b) |I_mz 2(Z z)

) |zl2=2-2 d) z,z,=2,Z,

e) |z1izz] = |z:]-| z2]

Skriv de komplexa talen pa formen x + iy

a) 5+2-| b) 0.5—.1.5|
1-i 2i
0 (3+2|)(.5—|) d) .1 .
1-i L+i)5-1)
0) 3._ 1. f)5+5!+ 20.
1+2i 1-2i 3-4i 4+3i

Visaatt|z+12=|z2+2Rez+1

Satt z = x + iy. Berédkna Re w och Im w.
a) W=l+i b) w=
z z

N | =
NI =

Los ekvationerna. Skriv 16sningen pa formen x + iy.

a)2z+(1-i)=z-i b) 2z(1 +i) =5i
c)(1-2i)z=4+3i d)2z-3=i(3z+1)
z 3 1 2i
e) —=— f) —=—
N iz 1-i

Bestam arg z i radianer (Rita figur och se om du hittar en halv kvadrat eller en halv liksidig
triangel).

a)z=2i b)z=-1+i c)z=-3-3i
d)z=-4i e)z=1-i f)z=5
gz=thE o B

Skriv z i polar form. Ange argumentet i radianer.

a)z:ﬂ b)z:-3 C)Z:ﬂ
J2 2
d)z_‘*/g‘I e)z=2-2i fz=1
2 i
Rita z i det komplexa talplanet och skriv z pa formen x + iy. Svara med exakta varden.
a)|z|=2ochargz= /6 b) |zl=3 ochargz= /3
C)|z|=4ochargz=2m/3 d)|zj=4ochargz=7

e) |z| =6 och argz = -571/6 f)zl=2ochargz= -m/2



R64.

R65.

R66.

R67.

R68.

R69.

R70.

R71.

R72.

R73.

R74.

Antag att |z| = 2 och arg z = 7/6 . Bestam absolutbelopp och argument for w, d&

Aw=z b) w=3z

Yw=2z+2 dyw=z-z

& w== fw=s
z z

Rita ett komplext talplan och markera de punkter z for vilka:
a)lz|<lochO<argz< n/3

b) |zl <2och —m/2 <argz < 7/2

c)l<jzl£3och0<argz< n

Lat u=2+2iochv =-1+i.Berakna, utan att forst rakna ut produkten eller kvoten,
absolutbelopp och argument for w da:
a) w=uv b) w=u/v c)w=v/u

dw=us e) W = uv? f)W:GV

L&tz =cos /6 +isin 7/6 . Rita vektorn w utan att forst gora ndgra utrakningar

(Anm: j ersatter har i)

aw=jz b) w = z/j C) w = z2

d)w =z eyw=jz f)w = 4z

Skriv det komplexa talet pa formen x + iy . Forenkla svaret sd mycket som mojligt.

a) (cos m/8 +isin m/8) b) (cos 7/3 +isin 7/3)
c) (cos /4 +isin 71/4)5 d) (cos m/6 -isin 1i/4)

Skriv pa formen x + iy:

a)(1+i)3 b) (1-i)
9 [;.g} d) (3 +1)’

Harled formler for cos 3x och sin 3x genom att satt n = 3 i de Moivres formel.

Skriv z i potensform z=re" :
a)z=3i b) z = -4i c)z=2

dyz=1+i e)z=—%+i§ f)z=-5

Skriv z pa formen z = x + iy. Svara med exakta varden

a)yz=2e" b) z = 2e"'? c)z=e"”'®
d) 7z :4ei7'[/6 e) 7z =ﬁe—in/4 f) 7z :4ei57'[/6

L&t z = 2e"™/* . Rita vektorn w d&:
aw=z byw=2z c)w=2z

d)w = -z e)w =iz lw=iz

Berdkna sin3 x och cos? x med hjélp av Eulers formler och uttryck dérefter dessa kuber
i resp. sin 3x och sin x samt cos 3x och cos x.



R75.

R76.

R77.

12
Bestam absolutbeloppet av (1—%)
+i

Det komplexa talet z har absolutbeloppet 2 och argumentet 71 /12 medan talet w har

(—\2
absolutbeloppet 3 och argumentet 7 /9 . Ange pé formen x + iy det komplexa talet %

Askadliggor i det komplexa talplanet de punkter z for vilka
a) [z-2i|=[z-4i b) |z-i|=]z-2] c) [z+2i|<[2z-i|

FN Kap 2.2 (R78 — R86)

R78.

R79.

R80.

R81.

R82.

R83.

R84.

R85.

Bestdm definitionsméngd och vardemangd for foljande funktioner:

a) f(x)=+3-2x—x? b) ()=
V3-2x-x?

Antag att f(x) = 2x - L och g(x) =x2 + 2x med Dr=Dg = R

Bestam féljande funktioner med angivande av deras vardeméangder:

a)fog b)gof c) fof

Rita kurvan y = f(x) dar funktionen f definieras genom att

-X dd -3<x<-1
f(X)=<4+2x-x*> dd -1l<x<1
6 - X dd  1<x<3
Rita féljande kurvor
a)y=|Ix+1]+2]x-1] b)y=Ix]-Ix-1] +|x-2]
3x-1

Visa att f har en invers funktion f -2 och bestdm den om f(x) =

X-3
Bestam ocksa D och V for bade f och f-1

Rita féljande kurvor

a) y=+x-2 b) y=+v2-x

4-3x

a) Givet funktion f(x) = ,xe€[0,8]. Visaatt f har invers och bestim denna inklusive dess

definitionsméngd D ..

b) Betrakta funktionen f(x) = 4x+3

,xe[0,3]. Visaatt f harinvers f™ och bestam denna,

inklusive dess definitionsmangd. Avgor om grafernatill y = f(x) och y = f *(x) har ndgon
gemensam punkt. Bestam i sa fall denna. (Enbart grafisk 16sning godtas inte.)

Visa att f(x)=x®+x har en invers funktion f- och bestdm sedan f-1(x) d&
a)x=0 b)x=2
c)x=-2 d)x=10



R86. a) Visa att funktionen f(x)=x? +6x+16, Dr=[-5,-3] har en invers funktion f- (t.ex. genom att
bestdmma inversen).
b) Berékna f-1(9)
¢) Rita i ett och samma koordinatsystem de bada kurvornay = f(x) och y = f-(x)
d) Ange deras D och V.

FN Kap 2.3 (R87 - R97)

R87. Los foljande ekvationer
ainx+3)-In(x+1)=1In2 b)2In(x+2)=Inx+2In3
c)In(x+3)+In(x+2)=3In2 d)2Inx+Inx+3)=In(x+1)+In2

R88. Bestam definitionsmangderna for funktionen f da f(x) ar
a)In = b) In (x2 - X - 2)
2-X

2 5
c)In (§+9—3xj d) JInx+1In(4-x)

R89. Bestdm losningsméngderna till olikheterna
a) In (2x-5) > In (7- 2x) b) In (x2 - 2)<In x

R90. Antagattex= 42 och e’ =+/8. Forenkla s& 1angt som méjligt:
a) ex+y b) e

C) ex-y d) ex-2y

R91. Forenkla foljande uttryck (inte samma x och y som i féregéende uppgift)

e?e™ SCAE
A g (ﬁ}
c)exp(InVx+1+Inyx-1) d) 2In(emem)

R92. Bestam definitionsméangden for féljande funktioner och undersék om de har en invers och
bestam den i sa fall (inklusive D, ):

X

e
¥ +1
¥ -1
2—¢*

a) b) In (ex - 1)

c)

R93. Fdérenkla foljande uttryck
a) 3204 b) 8-23

V2
V2
X 6
C)| —— d) 43—
)(X_ﬁJ ) 25

R94. Talet 1614 + 343 + 1/2-3 + 22/313 - 313/7-1 §r ett heltal. Vilket?

R95. Los foljande ekvation x - 7x3 + 6 =0



R96.

R97.

Forenkla foljande uttryck

2x8y 32x+4 3/2
a) —— by | >
) 2—>(4y ) ( 91+>( J
Los foljande ekvationer
a)4x_2x+1:8 b)SX_SX/Z:G
C) 3x=0OL-x d) 2X2_3 — 4X

FN Kap 2.4 (R98 - R115)

R98.

R99.

R100.

R101.

R102.

R103

R104.

R105

Bestam de exakta vardena pa aterstdende trigonometriska funktioner, d&
a) cos a =3/50ch a ligger i forsta kvadranten.

b) sin & =7/25 och «a ligger i andra kvadranten.

c)tan o« =3 och a ligger i tredje kvadranten

d) cot @ =-5/12 och «a ligger i fjarde kvadranten.

Bestam exakta varden pasin 15° , cos 15° , tan 15° och cot 15°
Ledning 15° =45° -30° .

Forenkla féljande uttryck:
a) sin (60° +x) - sin (60° - x) b) cos (30° - x) -cos (30° +X)
) cos (45° - x) -sin (45° +Xx) d) tan (135° + x) + tan (135° - x)

Bevisa foljande trigonometriska formler

a) —=1+tan’« b) ——=1+cot’a
cos” a sin® «a
cos’ a—sin’a
c)sin2a =2sina cos « d)cos2a ={ 2cos’a-1

1-2sina
a) a arenvinkel i andra kvadranten, sina =4/5. Bestdm sin 2a och cos 2a
b) cos a =1/3. Bestdm cos 2«

c) tan a =3/5. Bestam tan 2«
d) a arenvinkel i tredje kvadranten, tan o = 1/7. Bestdm sin 2« och cos 2« .

Bevisa likheterna;

sin2a 2tana .
————=tana b) ————=sin2a
1+cos2a l1+tan“ a
1-tan’a

C) ————— =co0s2u
l+tan‘ o

Bestamr>0ochv e ]- r, m],sdattasinx+bcosx=rsin (x+v)om

a)a=1,b=+3 bya=-1,b=-+3
c)a=-1,b=+3 dya=1,b=-+3
e)a=3,b=-43 f)a=-4,b=-4

Anvand ett av resultatet i foregdende uppgift for att 16sa ekvationerna
a)sinx - v/3 cosx=1 b) sin 3x - v/3 cos 3x=1
i intervalletx € [0, 27t [



R106.

R107.

R108.

R109

R110.

R111.

R112.

R113.

R114.

R115.

a) Los ekvationerna i uppgift R105a men i intervallet ]- 7, ]
b) Lds ekvationen i uppgift R105b men i intervallet ]- 7, ]

Rita, med enhetscirkeln som utgdngspunkt, en relevant figur som illustrerar 16sningsméangden
till ekvationen

a) sinx=a b) cosx=a c) tanx=a
L6s ekvationen
a) sinx:sin% b) sinx:% c) sinx=0 d) sinx:—g

Los ekvationen

a) cosx=c052£0 b) cosx=§ c) 2cosx=1 d) cosx=0

Los ekvationen
a) tanx=tan27n b) tanx =—/3 c) V3tanx=1

d) tan? x=1 (Ledning: Ekvationen &r ekvivalent med tanx =+1)

Bestdm samtliga l8sningar till ekvationen

. 1 i 1
a) sin3x=— b) cos?2| x+ — |=—
) oI5 ) coszxr )=

C) cos(Sx—%j:l omO0<x<m

Los ekvationen genom att utnyttja att cosv = sin(g - vj eller sinv = cos(g - vj .

a) cos3x = sin 4x b) cos%=sin(x+gj, Xe[— n%ﬂ

c) Sin(E — Xj = cos(x + Ej
4 4

L6s ekvationen
a) cos? x= = b) sin? x==>
2 4

c) 2cos® x—3cosx+1=0 (Satt t.ex. forst cosx=t)

Los ekvationen genom att bl.a. utnyttja trigonometriska ettan.

a) 2cos® x —sinx=1 b) sin2x+cosx=%

Los ekvationen (Ledning: Utnyttja t.ex. formlerna for dubbla vinkeln samt trigonometriska
ettan.)

a) cosxsinx=0

b) sin2x=2sinx

c) cos2x =cos’ x+3sinx, xe[-3m,0[

3n

d) sin2x=+/2 cosx, Xe|:0,7:|



K: Vektorer, linjer och plan (R116 — R148)

Lat Oe vara ett ON-system. Koordinater for punkter och vektorer ges i Oe respektive e .

2 1
R116. Lata=|-3|ochb=| 2 |.Bestam koordinaterna for den vektor som bildas genom
-1 -2
a)a+2b b) 2a-3b c)2ate, dyb-e, —e,

R117. Understk om vektorerna &r parallella.

1 -2 1 1
a)|2|och| 4 b)|-1]| och |0
2 4 1 1

2 -6 1 2

c)| 0 |och| O d)|3|och|4

-2 6 5 6

R118. Bestam talet s sé att vektorerna blir parallella

1 -3 1 -1 1/2 1/3
a)|-2|och| 6 b)|2]| och| s c)| s |och| 4
S 1 S 2 -3/2 5-5
2 0
R119. Satta=|-1| ochb=| 3 | .Bestdm
3 -2
a) a-b b) a-(2a-Db)

R120. Berakna skalarprodukten (e, +e,)-(2e, +e, +e,)

1 2 3
R121. Léatvektorernaa=|1|,b=|-1| och ¢=|0|.Berdknalangden av vektorernaa-b,
1 1 1
2a+b,a+b-2c
t 2
R122. Bestam talet t sd att vektorerna | 1 | och | —1| blir vinkelrata.
-2 1

R123. Bestam tsa att vektorerna blir vinkelrata.
-1 2 t t
a)| t |och| t b)|-1| och| t

2 -1 1 -2



R124.

R125.

R126.

R127.

R128.

R129.

R130.

R131.

R132.

Berékna vinkeln mellan

1 0 2 1
a)|1l|och|1 b)|-1]| och| 1
0 1 1 -1
2 -2
Visa att vektorerna a =% 2 |, b =% 1| ochc= % 2 | &r parvis vinkelrata och har
-2 2 1

langden 1.

Tva vektorer a och b med langderna 4 respektive 5 bildar vinkeln 45°. Hur lang ar
a) vektorna+b b) vektorna-b

Ge en ekvation i parameterform for den rata linje som gar genom punkten P, och har en
riktningsvektor v enligt

a) P,=(1-12) och v=(-41-3)

b) P, =(3,1,0) och v=(11,0)

c) P,=(0,0,0) och v=(1,2,3)

X 0 1
Bestam tre skilda punkter pa den rata linjen | y [=| 0 |+t|-1|,t eR
z 3 2

Undersok om punkten (1,-2,2) ligger pa den réata linjen.

X 0 1 X 9 2
a)|yl|=|-1|+t]|-1|,teR b)|y|=| 2 |+t|1|,teR
z 4 -2 z 18 4

Bestam en ekvation for den réata linje som gar genom punkterna
a) (4,2,-1) och (0,3,-1) b) (1,0,-5) och (0,0,-1)

Bestam en ekvation for den rata linje som gar genom punkten (3,-2,1) och &r parallell med den
réta linjen genom punkterna (0,2,-3) och (3,-2,-1).

Undersok om de réata linjerna skar varandra och bestam i sa fall skarningspunkten.

x = 0 + 2t X = 3 -1,

aysy =7 - t, ,t;eR och <y = 1 - t,,t, eR
z = 5 - 2t z = 11 + ¢,
X 1 -1 X 2 -1

b) =3[+t | 2 |,t, eRoch|y|=|1]|+t, ,t, eR
z 5 1 z 4

N
Il



R133. Bestdam en ekvation for det plan som gar genom punkten P, och som har en
normalvektor n.

1 6
a) Pp=(24,5) ochn=|-1 b) P, =(0,0,0) och n=|3
3 2

R134. Ange en normalvektor till planet.
a) 4x+y-3z=-10 b) y+8z=0
C) x+2=0 d)z-1=0

R135. Bestam ekvationen for ett plan gar genom punkten (1,2,5) och har en normal med

ekvationen
X 0 1 X = -t
a)|yl=| 2 |+t]-2 b) iy = 300 + 2t
z -4 2 z = 2 - 2t

R136. Bestam en ekvation for det plan som gar genom punkten (1,2,3) och ar parallellt med
a) xy-planet b) yz-planet

R137. Bestdm en ekvation for det plan som ar parallellt med planet 2x -y +2z =-3 och som
gar genom
a) origo b) punkten (2,1,1)

R138. Bestam en ekvation for det plan som gar genom punkterna
a) (1,1,0),(2,0,0) och (-1,-1,3)
b) (3,0,0), (0,2,0) och (0,0,1)

X 1 -2
R139. Bestdm skarningspunkten mellan den réta linjen |y |=| 4 |+t| 3 | och planet
z -1 1
a)x—-z=0 b) x-y+2z-3=0
X =7 + t
R140. Bestdm skarningspunkten mellan den réta linjen <y = 2 - 4t och
z =1 + 3t
a) xy — planet b) xz - planet c) yz—planet

R141. Bestdm skarningspunkten mellan planet 2x+3y +4z+9=0 och
a) x-axeln b) y-axeln c) z-axeln

R142. Berakna avstandet fran punkten (2,1,-3) till planet
a) x—2y+z=0 b) 3x-y+7=0
c) 4x+3y-2=0 d y+5=0

R143. Berakna avstandet mellan de parallella planen 2x -3y -4z =1 och 2x-3y -4z =14.



R144.

R145.

R146.

R147.

R148.

Bestam vinkeln mellan

X 9 5 X 3 2
a)linjerna |y |=| 2 |+t|-1| och |y |=| O [+t| 4
z 4 6 z -1 -1
X 1 1
b) linjen |y [=| 2 |+t| O | och y-axeln
z 0 -2

Bestdm vinkeln mellan planenx+y+2z=12 och 2x-y+2z-3=0.

Bestam koordinaterna for den ortogonala projektionen av punkten (2,-2,1) pa

a) planet x+y-z=0 b) planet x+y—-z=5
X 5 X 1 1
c) linjen |y [=t| -1 d) linjen |y |=|0|+t| -1
z 6 z 1 2

Bestdm koordinaterna for speglingen av punkten (2,-2,1) i

a) planet x+y-z=0 b) planet x+y—-z=5
X 1 1

c)linjen |y [=|0|+t| -1
z 1 2

Bestam pa formen Ax+ By +Cz = D ekvationen for det plan som innehaller punkterna
X 2 1

P, =(2,-3,0) och P, =(2,-2,2) och &r parallellt med linjen | y [=| 1 |+t| 1 |, te R.
z 2 -1



TNAOO01 Matematisk grundkurs for ED, KTS och MT
Repetitionsuppgifter — facit

R1. Endastd ar sann
R2. Mi={1,3,57,9},M2={4,6, 8, 10, 12}

a){1,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12} b) @
R3. a)27 b) -39/20
R4. a)x2+13x/6 +1/3 b) -s?/8 + 11s/6 - 4
Cc) ad + b3 d) ad- b3
R5. a) 9/25 - 4x/5 + 4x2/9 b) 4x2/25 + 12x/25 + 9/25
c)dy2-1 d) 4
e) 11 f) x2/25 - 9/25
R6. a)4x2+12x+9 b) -s2+8s-16
C)-9x2/4+3x-1 d) 0.01x2-1
J6
R7. a) 3+242 b) 3-4/3 c)1—T
d) V5 -2 €) %
R8. a)az+b?+c2+2ab-2ac-2bc b) a2 + b2 + c2 - 2ab - 2ac + 2bc
C) X2+ y2/4 + 72/9 - Xy + 2x2/3 - yz/3 d) 1+6x+12x2 + 8x3
e) y3/27 -y2/3+y-1
R9. a) (y + 2X)(y - 2x) b) x(x + 1)
C) x3(x - 1)2 d) (x+y)(a-b)
e)(a-b)c-1) f) Ingen gemensam faktor finns.
R10. &) x - 1 p) X+ 2Y
3x -2y
c)ax+1 d)-t
RIL &) by 2 oL
a+b x-1 X
d) Xty e) _ab f) p-3
X-y b-a 3
g)2x+h
3. 17 5 1
R12. a) y_zx+T b) y_—§x+§
c) y=18 d) x=-3

R13. a) (—%,OJ resp. (0%} b) (é ,Oj resp. (0%}

¢) Skarning med x-axeln saknas. Skarning med y-axeln i (0,18)
d) Skarning med x-axeln i (-3,0). Skarning med y-axeln saknas.

4 19 3. 2
R14. a) y_—§x+? b)y_gx—?
c) x=-3 d) y=43
R15. a) (x + 3/2)2 - 13/4 b) (x-9/2)2- 1/4 c) (x - 3/10)2 + 1/100
d) - (x +1/4)2 + 1/16 e) 3(x - 1/3)2+2/3 f) - 2(x - 5/4)2 +9/8
R16. a) m = (-3/2, - 13/4), d.v.s. minsta varde = -13/4 och fas for x = -3/2.
b) m=(9/2, - 1/4) c) m = (3/10, 1/100)

d) M = (-1/4, 1/16) d.v.s. storsta varde = 1/16 och fas for x = -1/4.
e) m = (1/3, 2/3) f) M =(5/4, 9/8)



R17.

R18.

R19.

R20.

R21.

R22.

R23.

R24.
R25.

R26.
R27.

R28.
R29.
R30.
R31.
R32.

R33.

R34.

R35.
R36.
R37.
R38.
R39.

R40.
R41.

R42.
R43.

a)X1=3,%x2=2
c)X1=0,%x2=-1/2
a)x=3/2++/3/2
C)X1=1/2, %2 =-17/2

a)X1,2=%3,X3,4= i\/g

O)xi=-1 %= %9
a) x> +y’ =1

¢) (x-1°+y* =4
e) (x-2)* +(y-3)*
g) Pacirkelnic)

=9

b)x1=1/2,x2=-2/3
d)x1=1,%x2=-1/4,x3=-84
b) x12=2/3

d) x, =11,x, =22

b) x1,2 = +4/3

b) x> +y*=9

d) x> +(y+2)?* =1

f) (x+2)°+(y+3)* =2
h) Pacirkelnie)

a) Cirkel med medelpunkt i (4,0) och radie 2.
b) Cirkel med medelpunkt i (-4,2) och radie V3.
c) Cirkel med medelpunkt i (-1,-1) och radie 2

d) Linjen y=-3/8

. x 1
e) Linjen y=—-—
) Linjen y > 2

a)gqx)=x-1,r=2

c)gx)=-x2-x-3,r=0

a) X+3+

a) Ty f(-1) = 0 (faktorsatsen)

a) (x-1)(x-3)(x +2)

) -(x - 1)(x - 4)(x - 8)

X1=1,Xe=-2,X3=

a)xi=1, X,, =

X =4 (dubbelrot) eller x = -3

a) Ya

a)]-21]
a)]0,1[u]2, oof
ayL=]1-1/2,0lu1
c)L=1-2,0[
a)x=4

c)D

a)]-,4]

¢) R (alla reella tal)
a) 332

1325 kr

50400
n=5ellern=8

a) 54, 108, 216, 432

-5

~1+4/5
2

o[

c) 54, - 108, 216, - 432

a)x=1y=8
ak=6-5" s(7)=

a) Under ar 2057
1365

a) ——
2048

117186
125

b)g(x)=x2+2x-7,r=22

158
X+3
b) Tyf(2)=0 c)Tyf(-1)=0

b) -x(X - 1/2)(x + 1/4) = - g(Zx ~1)(4x+1)

b) 17x —51+

b) x1 =1, x2v3=_1i;\/7 C)X1=3, X, ,=
b) 2/9 ¢) -1 d) 1
b)]-2 1/2[ ¢)]-5,-1/2] U [3, o

b) ] -0, O[ U16, o [
b)L=]-00,-2]1U]-1 0] U3 [
d)]-0,-11U{3} e ]-1,1/2[uU[3/2,3]

b)x1=3,x2=0
d)xi2=-1,xs=1,Xa=-3
b)10, 3[

d)] -, -31U{-1} U[l, [
b) 670

b) 54, 36, 24, 16
d) 54, -18, 6, -2
b)yx=4/3,y=9/2

b) Aldrig
b) 11400

—1+4/13

2



R44. a) x° +10x*y +40xy? +80x?y® +80xy* +32y°
b) x*> —10x*y +40x°y? —80x°y® +80xy* —32y°
c) x' =7x°+21x° —35x+§—2—:+l&3—i7
X x* x> x
R45. a) x*:112640, x°:59136; x’ : 25344
b) x® 1348651520 ; x°:1778122752 , x' :1905131520
R46. a) 160 b) —672 c) 0
R50. a) lodrét linjex=1 b) vagrat linje y = -4
c) allt till hdger om y-axeln  d) allt ovanfory =1
e) Allt under och pa x-axeln f) linjenx =y
g) allt till vanster om x =y h) allt till vanster och pax =y
R51. a) 5 b) 1.3 c) 25
d) V3 e) -1++2 f) 2
g) 3 h) V6
R52. a) cirkel M =(0,0),r=2 b) inuti cirkel M = (0,0),r=3
¢) utanfor och pa enhetscirkeln d) tvalinjerx=+1
e) mellan linjernay==%1 f) tva linjer x =ty
R53. a) -3 b) -5 c)-5
R55. a) 22 - 7i b) 41 c) -5 - 12i
d) 21 - 27i e) -i f)-1
R57. a) 3/12 + 7i/2 b) -3/4 - i/4 c)5+12i
d) 3/26 - i/13 e) 2/5 - 8i/5 f)3-i
R59. a) Rew=——-—, Imw=0 b) Rew=0, Imw =- 22y2
X?+y X*+y
R60. a) -1 b) 5/4 + 5i/4 c) -2/5 + 11i/5
d) 3/13 + 11i/13 e) 3-3i f) -1/2 + /2
R61. a) 7t /2 b)3n/4 c)5n/4
d)3n/2 e)7m/4 f)o
0)57n/3 h) 77/6
R62. a)r=1, argz = n/4, d.vs. z=¢e'4 b)r=3,argz = m, z=3e"
.2n TIn
o)r=1 argz=2n/3, z=¢ ® dr=1,argz=7n/6, z=¢ 6
Tn .37
e)r=8,argz =7m/4 z=+/8¢ * fir=1,argz =371/2, z=¢ 2
R63. a) V3 +i b) 3/2 + 3iV3/2 c) -2 +2iV3
d) -4 e) - 373 - 3i f) - 2i
R64. a)r=2, argw =1171/6 b)r=6, argw =m/6
c)r=2V3, argw =0 dyr=2 argw = /2
e)r=1/2, argw =1171/6 f)r=1/2, argw = 11 /6
R66. a)r=4, argw = 7 b)r=2,argw =37/2
c)r=1/2,argw = 7/2 d)r=16v2, argw =3m/4
e)r=42, argw =7m/4 fir=4,argw = /2
R68. a) i b) -1
c) -1N2 -iN2 d) -V3/2 +i/2
R69. a) -2 + 2i b) -4 + 4i
c) 1/2 - iN3/2 d) -64+3 - 64i

R70.

c0s 3Xx =4 cos3 X - 3cos X, Sin 3x =3 sin X - 4 sin3 x



R71.

R72.
R74.
R75.

R76.
R77.

R78.

R79.
R80.

R81.

R82.
R83.

R84.

R85.

.3m

a) 3e 2 b)de 2 c)2e™

LT 2m
d)V2e '+ e)e @ f) e’
a) -2 b) -2i c) -1/2 +iN3/2
d) 2V3 + 2i e)l-i f) -2V3 + 2i
cos 3x =4 cos3 x - 3¢cos X, sin 3Xx=3sin x-4sin3x
64
-4il27

a) Alla komplexa tal z som ligger pa linjen y =3
b) Alla komplexa tal z som ligger pa linjen y = 2x—3/2
c) Alla komplexa tal z som ligger pé och innanfér cirkel med medelpunkt i (0,1) och radie 2.

a)D=[-3,1], V =[0,2] b)D:]-g,l[,Vz{%,o{

a) 2x2+4x—-1, V =[-3,0] b) 4x2 -1, V =[-1,00 C) 4x—3, V = Jroo,00]

5
4/\
3

= o w’ s om @ -
Lh/

f-1(x) = 3X—_31 Bada har samma D och V : R\{3}
X j—

b 2 a
\\“\1.5
1
05

) 0 2 4 B

a) f-l(y)=4‘—32y,ye[—10,2]

3x?-3
b) f1(x)=
) () 2

D, =[1,\/§], gemensam punkt (2+;/E,2+;/EJ.

a)0 b) 1
0)-1 d) 2



R86. b)-3- /2
c)
10
g
B
4
2
4 2 0 2 4 B 8 10
2
4 \
d) D, =Vf_l =[-5-3] V; = Df_l =[7,11]
R87. a) 1 b) 1eller4
0 */3_32‘5 d)1
R88. a) 10, 2[ b)]-eo, -1[U 2,00
¢) ]- = -2[ U ]0, 3 d) [2-+/3,2+4/3]
R89. a) ]3, 3.5[ b)1v2,2 ]
R90. a) 4 b) 2
c) 1/2 d) 1/2
R91. a) ex b) ex+y
c) vx? -1 d) 2(Vx+1++/x-1)
R92. @) Dr=R.f-1(x) = In 1L x €10, 1]
-X
b) Invers saknas.
¢) Dr=]0, e[, f-1(x) =In (ex+ 1), D, = |-o0,00
R93. a) 4 b) 1/4
c) x4 d) %
R94. 10
R95. -27, Leller 8
R96. a) 22x+y b) 27
R97. a) 2 b) 2
c) 2/3 d) 3eller -1
R98. a)sin a =4/5,tan a =4/3,cot a =3/4
b)cos a =-24/25,tan a =-7/24 ,cot o =-24/7
c)sinoc:—i cosoc:—L cotoc:1
V1o’ V1o’
d)sin @ =-12/13,cos o =5/13,tan a =-12/5
R99. sin15° = \/E;\/E cos15° = ngﬁ tan15° =2 —+/3, cot15° =2 ++/3
R100. a) sin x b) sin x
c)0 d) - 2/cos 2x

R102. a) sin 2« =-24/25,cos2a =-7/25

b)-7/9 c) 15/8
d)sin2a =7/25,cos 2a =24/25



R104.

R105.
R106.
R108.

R109.

R110.

R111.

R112.

R113.

R114.

R115

R116.

R117.
R118.

R119.
R120.
R121.
R122.

R123.
R124.

R126.

R127.

R128.
R129.

a) sin X + /3 cos x = 2 sin (x + 7 /3) b) - sin X - 4/3 cos x = 2 sin (x - 27 /3)
C) - sin X + 4/3 cos x =2 sin (x + 27 /3) d) sin x - 4/3 cos x = 2 sin (X - 7/3)
e) 3sin X - /3 cos x = 2+/3 sin (x - 7 /6) f) - 4 sin X - 4 cos X = 4+/2 sin (x -3 7 /4)
a) /2 eller77t/6 b) /6, 77t /18,57 /6,197 /18, 37t /2 eller 317t /18
a)-5nt/6ellerm/2 b)-177/18, -7t /2,-57t /18, 7t /6, 7t /18 eller 57
a) x=m/5+2nm eller x=4n/5+2nn , neZ b) 7/6+2nm eller 5m/6+2nmt , neZ
¢) nm,neZ d) —r/3+2nm eller 4n/3+2nmt , neZ
a) +m/20+2nt,ne Z b) £7/6+2nm,neZ
¢) £1/3+2nm,neZ d) n/2+nm,neZ
a) 2n/7T+nm,neZ b) -m/3+nm,neZ
¢) m/6+nm,neZ d) £m/4+nm,neZ
a) £+n2—n eller 5_n+n2_n, neZ

18 3 18 3
b)—l+nn eller 17—T(+n7—z, neZ c)i,g—n,“—n

24 24 20 20 20
a)l+2n—n eller Z+2n7-z, neZ b) 0,4_71

14 7 2 3
c) Alla reellax
a)z+nz,nez b)z+nn eIIerz—n+nn,neZ

4 2 3 3
c) 2nm eller J_r%+2nn ,heZ
a)37n+2nn,%+2nn eIIer5—n+2nn,neZ b)i%+2nn,nez
a)”T”,nez b) N, nez
¢) 0,-m,—2n,—-3n d)z,z,s—n,s—n

2 4 4 2

4 1 4
a)| 1 b) | -12 c)|-5 dy| 2

-5 4 -2 -3
a) Nej b) Nej c) Ja d) Nej
a) s=-1/3 b) s=-2 C)s=6
a) -9 b) 37
3
la-b|=+5 , [2a+b|=+26 , a+b-2¢ =3
t=3/2
a)t=+2 b)t=-1ellert=2
a) /3 b) /2
a) 1/41+2042 b) v41-20+2

Tips: Utnyttja att det for en vektor u géller att |u|2 =u-u (vilket foljer av att

u-u=|ufulcos0 < u-u=|ul’).

X 1 -4 X 3 1 X 1
a)|yl|=|-1]|+t] 1 |,teR b) |y|=|1|+t]1]|,teR c)ly|=t|2]|,teR
z 2 -3 z 0 0 z 3

T.ex. t =0 ger oss punkten (0,0,3), t =1ger punkten(1,-1,5), t =-10 ger punkten(-10,10,-17)
a) Nej b) Ja (for t=-4)



4 X 1 1
R130.a) |y |=| 2 |+t|-1|,teR b)|y|=] 0 [+t] O
z -1 z -5 -4
X 3 3
R131. |y |=| -2 |+t| -4 |,teR
z -1 2
R132. a) Ngj b) Ja, i punkten (2,1,4)
R133. a) x-y+3z=13 b) 6x+3y+2z=0
4 0 1
R134.a) | 1 b) |1 c)|0
-3 8 0
R135. a) x-2y+2z=7 b) x-2y+2z=7
R136. a) z=0 b) x=0
R137. a) 2x-y+2z=0 b) 2x-y+2z=5
R138. a) 3x+3y+4z=6 b) 2x+3y+6z="6
R139. a) (—1,6,—1j b) (E,_LL_EJ
3 3 3 3
R140. a) (EEOJ b) (E OEJ c) (0,30,-20)
3 3 2 2
R141. a) (—%,0,0J b) (0,-3,0) c) (0,0,—%}
R142. a) ﬁ b) @ c) S
2 5 5
13
R143. E
R144. a) 7i/2 b) /2
R145. 71/3
R146. a) (1 ,_E,EJ b) (4,0,-1) ¢) (ﬁ s
3 33 31 31 31
8 41
R147. a) (5 "E’Ej b) (6:2,-3) 0 (11.3)
R148. 3x-2y+z=12

,teR

)

d) 6

d)

d)(

c) Ja, i punkten (6,4,5)



