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Hänvisningar 
FN = Forsling-Neymark: Analys i en variabel 
K = Kompendiet ”Vektorer, linjer och plan” (Baravdish/Nilsson 2011) 
I = Induktion – Föreläsning 5 (se kurshemsidan) 
 
FN Kap 1.1 (R1 – R2) 
R1. Vilka av följande påståenden är sanna? 

a)  1  R  b) 1   N 
c) 2  {xR: x3 + 1= 0} d) 2  {xR: x2 - 2 = 0} 

 
R2. Låt M1 och M2 vara definierade på följande sätt: 
 M1 = {xN: x är udda och x < 10} 
 M2 = {xN: x är jämnt och 3 < x < 14} 
 Bestäm mängderna 
 a) M1  M2 b) M1  M2 

 
 
 
FN Kap 1.2 (R3 – R11) 
R3. Förenkla så långt som möjligt 
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R4. Skriv som en summa 
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R5. Skriv som en summa 
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R6. Skriv som en summa 
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R7. Förenkla så långt som möjligt (Tips: Förläng med nämnarens konjugatuttryck) 
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R8.  Skriv som en summa. (Försök att göra det direkt med hjälp av de inrutade reglerna nedan) 
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R9.  Undersök om följande uttryck kan delas upp i faktorer. Utför faktoriseringen där så är möjligt 
 a) 22 4xy   b) xxx  23 2   

c) 234 2 xxx   d) )()( yxbyxa   
e) babcac   f) )()( baybax   

 

R10. Förenkla de rationella uttrycken 
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R11. Förenkla 
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FN Kap 1.3 (R12 – R14) 
R12.  Sök ekvationen för den räta linje som går genom de angivna punkterna. Ange ytterligare en 

 punkt som ligger på samma linje. 
  a) (1,5) och (-3,2) b) (-4,7) och (2,-3) 
  c) (-3,18) och (400,18) d) (-3,43) och (-3,87) 
 
R13.  Bestäm skärningspunkten (om det finns någon) med koordinataxlarna för linjerna i R.12. 
 



R14.  Bestäm ekvationen för normalen till linjerna i R.12 som går genom den först angivna punkten i 
 resp. deluppgift. 

 
 
 
FN Kap 1.4 (R15 – R29) 
R15 Kvadratkomplettera polynomen 
 a) 132  xx  b) 2092  xx    
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5
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R16. Bestäm eventuella största eller minsta värden för polynomen i uppgift R15 ovan.  

Ange också för varje polynom det x-värde för vilket respektive extremvärde antas. 
 
R17. Lös ekvationerna. (Tänk på att de alla är s.k. nollprodukter.) 
 a) 0)2)(3(  xx  b) 0)32)(12(  xx   
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R18. Lös ekvationerna. 
 a) 0362 2  xx  b) 4912 2  xx     

 c) 7)3(4 xx  d) 33242


x
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R19. Sök alla reella lösningar till ekvationerna 
 a) 04514 24  xx  b) 8)1(2)1( 222  xx    
 c) 36 89 xx   
 
R20. Bestäm ekvationen för den cirkel som har medelpunkt i M och radie r. 
 a) M = (0,0) och r = 1 b) M = (0,0) och r = 3 
 c) M = (1,0) och r = 2 d) M = (0,-2) och r = 1 
 e) M = (2,3) och r = 3 f) M = (-2,-3) och r = 2  
 
R21. Följande ekvationer beskriver en kurva i planet. Beskriv denna kurva. (Anm: Även en rät linje  
 är en kurva.) 
 a) 4)4( 22  yx  b) 3)2()4( 22  yx  
 c) 0222 22  yyxx  d) 2222 )1(424)1(  yxxyx  
 e) 2222 2)1(2)1( yxyx    
 
R22. Bestäm kvoten och resten vid division av p(x) med q(x) om 
 a) 32)( 2  xxxp , 1)(  xxq  b) 15)( 23  xxxxp , 3)(  xxq  
 c) 23 29)( xxxp  , 3)(  xxq  
 
R23.  Skriv följande rationella uttryck som en summa av ett polynom och ett rationellt uttryck. 
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R24. Visa att polynomet  
 a) 32)( 356  xxxxxf  har en faktor 1x  
 b) 128)( 7  xxg  har en faktor 2x  
 c) 117347 45)( xxxxh   är delbart med 1x  
 
R25. Faktorisera i förstagradsuttryck polynomet  
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1  xxxxp    b) 3
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R26. Visa att ekvationen 01036 23  xxx  har lösningen 1x . Bestäm därefter ekvationens 

övriga lösningar. 
 
R27.  Lös ekvationerna   

 a) 0123  xx  b) 0352 3  xx    
 c) 0962 23  xxx  

 
R28.  Polynomet 4885)( 23  xxxxf  är givet. Ekvationen 0)( xf  har en dubbelrot 4x .  
 Lös ekvationen. 
 
R29. Lös följande ekvationer 
 a) 1441  xx  b) 3x + 22  x   
 c) 173  xx  d) 322  xx  
 
 
 
FN Kap 1.5 (R30 – R34) 
R30. Bestäm lösningsmängderna till följande olikheter: 

 a) 2(x - 1)(x + 2) < 0 b) (1 - 2x)(x + 2) > 0    
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R31. Bestäm lösningsmängderna till olikheterna: 

 a) x3 - 3x2 + 2x > 0 b) x2 + 2x > 18x 

 
R32. Bestäm lösningsmängderna till följande olikheter: 
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R33. Lös ekvationerna 

a) |x - 3| + x  = 5 b) |x - 1| + |x - 2| = 3 

c) |x - 5| + |x + 5| = 6 d) |x2 + 2x -1| = 2 

 



R34. Lös olikheterna 

a) |x - 3| + x  5 b) |x - 1| + |x - 2| < 3 

c) |x - 5| + |x + 5| > 6 d) |x2 + 2x -1|  2 

 

 
FN Kap 1.6 (R35 – R46) 
R35. Den aritmetiska talföljden 5, 8, 11, 14, ... är given. 
 a) Hur många av termerna är mindre än 1000? 
 b) Beräkna summan av de 20 första termerna. 

R36. Vid ett frimärksjubileum diskuterade man att ge ut en frimärksserie med 25 frimärken i 
valörerna 0.50 kr, 0.90 kr, 1.30 kr, 1.70 kr o. s. v. Vad skulle en sådan utgivning kosta en samlare, 
som brukar köpa 10 kompletta serier? 

R37. Bestäm summan av alla heltal från och med 9 till och med 999 som slutar på 9. 

R38. Summan av de n första termerna i den aritmetiska serien 24, 20, 16, 12, ... är lika med 80. Bestäm 
n. 

 
R39. En geometrisk talföljd börjar med 54. Skriv de första fyra termerna i talföljden om kvoten är: 
 a) 2 b) 2/3 
 c) -2 d) -1/3 

R40. a) Talen x, 2, 4, y inleder en geometrisk talföljd. Bestäm x och y.  
 b) Talen x, 2, 3, y inleder en geometrisk talföljd. Bestäm x och y. 

R41. I en geometrisk talföljd är a4 = 6 och a7 = 750. Bestäm talföljden och summan av de sju första 
termerna. 

R42. År 1990 var världskonsumtionen av mineralolja 3 Gt. Den totala råoljereserven på jorden 
uppskattades då till 1 Tt. När tar råoljan slut om den 

 a) ökar med 4 % årligen b) minskar med 4 % årligen 
 
R43. Beräkna   
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R44. Utveckla till en summa 
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R45. Bestäm koefficienten för 3x , 6x  och 7x  i utvecklingen av 
 a) 12)2( x  b) 21)2( x  
 Tips: Använd räknedosa vid (slutfaserna!) av beräkningarna. 
 



R46. Bestäm den konstanta termen i utvecklingen av  
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I (Induktion) : FÖ 5 (R47-R48) 

R47. Bevisa med hjälp av induktion 

a) Formeln för den aritmetiska summan av n st termer. 

b) Formeln för den geometriska summan av n st termer för kvoten 1 . 

 

R48. Bevisa med hjälp av induktion att för alla Zn  
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FN Kap 1.7 och 2.6 (R49 – R77) 
R49. Rita ett komplext talplan och markera läget av följande komplexa tal: 
 a) 3 + 2i b) 6 - 5i c) -3 + i   
 d) -2i e) 4 f) -1 - 3i 
 
R50. Rita ett komplext talplan och markera de punkter z för vilka 
 a) Re z = 1 b) Im z = -4 c) Re z > 0   
 d) Im z > 1 e) Im z  0 f) Re z = Im z  

g) Re z < Im z h) Re z  Im z 
 Rita randen heldragen om den tillhör det betraktade området och streckad om den inte tillhör 
området. 

 
R51 Beräkna absolutbeloppet av följande komplexa tal och svara på så enkel form som möjligt. 
 a) 3 - 4i b) 0.5 + 1.2i c) -24 + 7i   
 d) -1 + i 2  e) (-1 + 2 )i f) 1 + i 3    

g) 3 - i 6  h) 1 + 2  - i(1 - 2 ) 
 
R52. Rita ett komplext talplan och markera de punkter z för vilka följande ekvationer och 
 olikheter gäller. 
 a) |z| = 2 b) |z| < 3 c) |z|  1   
 d) |Re z| = 1 e) |Im z|  1 f) |Re z| = |Im z| 
 
R53. Sätt  u = 2 - 3i och v = - 5 + 2i. Beräkna 
 a) Re (u + v) b) Im (u - v)   

c) Im (u + v ) d) Re ( vu  ) 
 



R54. Sätt u = 3 + 2i och v = -1 + 3i . Rita i det komplexa talplanet 
 a) u, v och u + v b) u, v och u - v 
 
R55. Skriv det komplexa talet på formen x + iy 
 a) (3 + 2i)(4 - 5i) b) (5 - 4i)(5 + 4i) c) (2 - 3i)2   
 d) 3(1 - 5i)(2 + i) e) i3 f) i + i2 + i3 
 
R56. Visa följande regler 
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R57. Skriv de komplexa talen på formen x + iy 
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R58. Visa att z + 12 = z2 + 2 Re z + 1 
 
R59. Sätt z = x + iy. Beräkna Re w och Im w. 
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R60. Lös ekvationerna. Skriv lösningen på formen x + iy. 
 a) 2z + (1 - i) = z - i b) 2z(1 + i) = 5i   

 c) (1 - 2i)z = 4 + 3i d) 2z - 3 = i(3z + 1)   
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R61. Bestäm arg z i radianer (Rita figur och se om du hittar en halv kvadrat eller en halv liksidig 

triangel). 
 a) z = 2i b) z = -1 + i c) z = - 3 - 3i   
 d) z = -4i e) z = 1 - i f) z = 5   

g) z = 
2
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R62. Skriv z i polär form. Ange argumentet i radianer. 
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R63. Rita z i det komplexa talplanet och skriv z på formen x + iy. Svara med exakta värden. 
 a) z = 2 och arg z = 6π  b) z = 3 och arg z = 3π  

c) z = 4 och arg z = 32π  d) z = 4 och arg z = π  
e) z = 6 och arg z = 65π  f) z = 2 och arg z = 2π  



 
R64. Antag att z = 2 och arg z = 6π . Bestäm absolutbelopp och argument för w, då 
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R65. Rita ett komplext talplan och markera de punkter z för vilka: 
 a) z  1 och 0  arg z  3π  
 b) z  2 och 2π   arg z  2π  
 c) 1  z  3 och 0  arg z  π  
 
R66. Låt u = 2 + 2i och v = -1 + i. Beräkna, utan att först räkna ut produkten eller kvoten, 

absolutbelopp och argument för w då: 
 a) w = uv b) w = u/v c) w = v/u   
 d) w = u3 e) w = uv2 f) w = u v 
 
R67.  Låt z = cos 6π  + i sin 6π  . Rita vektorn w utan att först göra några uträkningar 
 (Anm: j ersätter här i) 
 a) w = jz b) w = z/j c) w = z2    
 d) w = z3 e) w = j z  f) w = -jz 
 
R68. Skriv det komplexa talet på formen x + iy . Förenkla svaret så mycket som möjligt. 
 a) (cos 8π  + i sin 8π )4   b) (cos 3π  + i sin 3π )15 

 c) (cos 4π  + i sin 4π )5   d) (cos 6π  - i sin 4π )7 

 
R69.  Skriv på formen x + iy: 
 a) (1 + i)3 b) (1 - i)5   
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R70. Härled formler för cos 3x och sin 3x genom att sätt n = 3 i de Moivres formel. 
 
R71. Skriv z i potensform ivrez  : 
 a) z = 3i b) z = -4i c) z = 2   

 d) z = 1 + i e) 
2
3

2
1 iz   f) z = -5 

 
R72. Skriv z på formen z = x + iy. Svara med exakta värden 
 a) z = 2e πi  b) z = 2e 2/πi  c) z = e 3/2πi     

 d) z = 4e 6/πi  e) 4/2 πiez   f) z = 4e 6/5πi  
 
R73. Låt z = 2e 4/πi  . Rita vektorn w då: 

  a) w = z b) w = z  c) w = 2z    

  d) w = -z e) w = iz f) w = i z  
 
R74. Beräkna sin3 x  och cos3 x med hjälp av Eulers formler och uttryck därefter dessa kuber 
 i resp. sin 3x och sin x  samt cos 3x och cos x. 



 

R75. Bestäm absolutbeloppet av 
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R76. Det komplexa talet z har absolutbeloppet 2 och argumentet π /12 medan talet w har 

absolutbeloppet 3 och argumentet π /9 . Ange på formen x + iy det komplexa talet  3
2

w
z . 

R77. Åskådliggör i det komplexa talplanet de punkter z för vilka 
 2)42)  zizbiziza  c) iziz  22  
  
 
 
FN Kap 2.2 (R78 – R86) 
R78. Bestäm definitionsmängd och värdemängd för följande funktioner: 

 a)  223)( xxxf   b) 
223

1)(
xx

xf


  

R79. Antag att f(x) = 2x - 1 och g(x) = x2  + 2x med Df = Dg = R 
 Bestäm följande funktioner med angivande av deras värdemängder: 
 a) f o g b) g o f c)  f o f    
 
R80. Rita kurvan y = f(x) där funktionen f definieras genom att 
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R81. Rita följande kurvor 
 a) y = |x + 1| + 2|x - 1| b) y = |x| - |x - 1| + |x - 2| 
 

R82. Visa att f har en invers funktion f -1 och bestäm den om 
3
13)(





x
xxf  

 Bestäm också D och V för både f och f - 1 

 

R83. Rita följande kurvor 
 a) 2 xy  b) xy  2  
 

R84.   a) Givet funktion  8,0,
2
34)( 


 xxxf . Visa att f  har invers och bestäm denna inklusive dess 

  definitionsmängd 1f
D . 

  b) Betrakta funktionen  3,0,
3

34)( 


 xxxf . Visa att f  har invers 1f  och bestäm denna,   

  inklusive dess definitionsmängd. Avgör om graferna till )(xfy   och )(1 xfy   har någon  
  gemensam punkt.  Bestäm i så fall denna. (Enbart grafisk lösning godtas inte.) 
 
R85. Visa att xxxf  3)(  har en invers funktion f -1 och bestäm sedan f - 1(x) då 
 a) x = 0 b) x = 2 
 c) x = -2 d) x = 10 
 



R86. a) Visa att funktionen 166)( 2  xxxf , Df = [-5,-3] har en invers funktion f -1 (t.ex. genom att 
 bestämma inversen). 
 b) Beräkna f -1(9) 
 c) Rita i ett och samma koordinatsystem de båda kurvorna y = f(x) och y = f -1(x) 
 d) Ange deras D och V. 
 
 
 
FN Kap 2.3 (R87  - R97) 
R87. Lös följande ekvationer 
 a) ln (x + 3) - ln (x + 1) = ln 2 b) 2 ln (x + 2) = ln x + 2 ln 3 
 c) ln (x + 3) + ln (x + 2) = 3 ln 2 d) 2 ln x + ln (x + 3) = ln (x + 1) + ln 2  
 
R88.  Bestäm definitionsmängderna för funktionen f då f(x) är 

 a) ln 
x

x
2

 b) ln (x2 - x - 2) 

 c) ln 










xx 39
5

3
2  d) )4ln(ln xx   

 
R89. Bestäm lösningsmängderna till olikheterna 
 a) ln (2x - 5) > ln (7- 2x) b) ln (x2 - 2) ln x 
 
R90. Antag att ex = 2  och 8ye . Förenkla så långt som möjligt: 
 a) ex + y b) e2x 
 c) ex - y d) e4x - 2y 

 
R91. Förenkla följande uttryck (inte samma x och y som i föregående uppgift) 

 a) yx

yx

e
ee


2

 b) 
1

2

2 













yx

yx

ee
ee  

 c) exp(ln 1ln1  xx ) d) 2ln( 11  xx ee ) 
 
R92. Bestäm definitionsmängden för följande funktioner och undersök om de har en invers och  
 bestäm den i så fall (inklusive 1f

D ): 

 a) 
1x

x

e
e  b) ln (ex  - 1)   

 c) x

x

e
e



2
1  

 
R93. Förenkla följande uttryck 
 a) 320.4  b) 8 - 2/3  

 c) 
2

2

2











x

x   d) 4
25
63  

 
R94. Talet 161/4 + 34/3 + 1/2-3 + 22/3-1/3 - 31/3/7-1 är ett heltal. Vilket? 
 
R95. Lös följande ekvation x - 7x1/3 + 6 = 0 
 



R96. Förenkla följande uttryck 

 a) yx

yx

42
82

  b) 
2/3

1

42

9
3













x

x

 

 
R97. Lös följande ekvationer 
 a) 4x - 2x + 1 = 8 b) 3x - 3x/2 = 6 
 c) 3x = 91 - x d) xx 42 32

  
 
 
 
FN Kap 2.4 (R98 – R115) 
R98. Bestäm de exakta värdena på återstående trigonometriska funktioner, då 
 a) cos α  = 3/5 och α  ligger i första kvadranten.  
 b) sin α  = 7/25 och α  ligger i andra kvadranten. 
 c) tan α  = 3 och α  ligger i tredje kvadranten  
 d) cot α  = - 5/12 och α  ligger i fjärde kvadranten. 
 
R99. Bestäm exakta värden på sin 15   , cos 15   , tan 15   och cot 15   
 Ledning 15   = 45   - 30   . 
 
R100. Förenkla följande uttryck: 
 a) sin (60   + x) - sin (60   - x) b) cos (30   - x) - cos (30   + x) 
 c) cos (45   - x) - sin (45   + x) d) tan (135   + x) + tan (135   - x) 
 
R101. Bevisa följande trigonometriska formler 

 a) α
α

2
2 tan1

cos
1

  b) α
α

2
2 cot1

sin
1

    

 c) sin 2α  = 2 sinα  cos α  d) cos 2α  = 













α
α

αα

2

2

22

sin21
1cos2

sincos
  

R102. a) α  är en vinkel i andra kvadranten, sinα  = 4/5. Bestäm sin 2α  och cos 2α  
 b)  cos α  = 1/3. Bestäm cos 2α  
 c)  tan α  = 3/5.  Bestäm tan 2α  
 d) α  är en vinkel i tredje kvadranten, tan α  = 1/7. Bestäm sin 2α  och cos 2α . 
 
R103 Bevisa likheterna: 

 a) α
α

α tan
2cos1

2sin



 b) α

α
α 2sin

tan1
tan2

2 


 

 c) α
α
α 2cos

tan1
tan1

2

2



  

 
R104. Bestäm r > 0 och v  ]- π , π ] , så att a sin x + b cos x = r sin (x + v ) om 
 a) a = 1, b = 3  b) a = -1 , b = - 3    
 c) a = -1 , b = 3  d) a = 1 , b = - 3    
 e) a =  3 , b = - 3  f)  a = - 4, b = - 4 
 
R105 Använd ett av resultatet i föregående uppgift för att lösa ekvationerna 
 a) sin x - 3 cos x = 1 b) sin 3x - 3  cos 3x = 1 
 i intervallet x  [0, 2π [ 



 
R106. a) Lös ekvationerna i uppgift R105a men i intervallet  ]- π , π ] 
 b) Lös ekvationen i uppgift R105b men i intervallet ]- π , π ] 
 
R107. Rita, med enhetscirkeln som utgångspunkt, en relevant figur som illustrerar lösningsmängden 
 till ekvationen 
 a) ax sin  b) ax cos  c) ax tan  
 
R108. Lös ekvationen 

 a) 
5

sinsin πx    b) 
2
1sin x   c) 0sin x  d) 

2
3sin x  

 
R109 Lös ekvationen 

 a) 
20

coscos πx     b) 
2
3cos x   c) 1cos2 x  d) 0cos x  

 
R110. Lös ekvationen 

 a) 
7

2tantan πx    b) 3tan x   c) 1tan3 x   

 d) 1tan 2 x  (Ledning: Ekvationen är ekvivalent med 1tan x ) 
 
R111. Bestäm samtliga lösningar till ekvationen 

 a) 
2
13sin x  b) 

2
1

6
2cos 






 

πx          

 c) 1
4

5cos 





 

πx  om πx 0  

 

R112. Lös ekvationen genom att utnyttja att 





  vπv

2
sincos  eller 






  vπv

2
cossin . 

 a) xx 4sin3cos     b) 





 

2
sin

2
cos πxx , 





2
3, ππx  

 c) 





 






 

4
cos

4
sin πxxπ  

 
R113. Lös ekvationen 

 a) 
2
1cos2 x  b) 

4
3sin 2 x   

 c) 01cos3cos2 2  xx  (Sätt t.ex. först tx cos ) 
 
R114. Lös ekvationen genom att bl.a. utnyttja trigonometriska ettan. 

 a) 1sincos2 2  xx  b) 
4
5cossin 2  xx   

 
R115. Lös ekvationen (Ledning: Utnyttja t.ex. formlerna för dubbla vinkeln samt trigonometriska 
 ettan.) 
 a) 0sincos xx  
 b) xx sin22sin    
 c)  0,3,sin3cos2cos 2 πxxxx   

 d) xx cos22sin  ,  





2
3,0 πx  



K: Vektorer, linjer och plan (R116 – R148) 
 
Låt eO  vara ett ON-system. Koordinater för punkter och vektorer ges i eO  respektive e . 
 

R116. Låt a = 



















1
3

2
 och b = 

















 2
2
1

. Bestäm koordinaterna för den vektor som bildas genom 

 a) a + 2b b) 2a – 3b c) 2a + ye  d) b - zx ee   

 
R117. Undersök om vektorerna är parallella. 

 a) 
















2
2
1

 och 
















4
4
2

  b) 
















1
1

1
 och 

















1
0
1

  

  

 c) 
















 2
0
2

 och 
















6
0
6

  d) 
















5
3
1

 och 
















6
4
2

  

 
R118. Bestäm talet s så att vektorerna blir parallella 

 a) 
















s
2

1
 och 

















1
6
3

  b) 
















s
2
1

  och 
















2

1
s   c) 

















 23

21
s  och 

















 s5
4
31

 

 

R119. Sätt a = 
















3
1

2
 och b = 

















 2
3
0

 . Bestäm 

 a) ba   b)  baa  2   
 
R120. Beräkna skalärprodukten    zyxzx eeeee  2   

 

R121. Låt vektorerna a = 
















1
1
1

 , b = 
















1
1

2
  och  c = 

















1
0
3

 . Beräkna längden av vektorerna a - b ,  

 2a + b, a + b – 2c  
 

R122. Bestäm talet t så att vektorerna 
















 2
1
t

 och 
















1
1

2
 blir vinkelräta. 

 
R123. Bestäm t så att vektorerna blir vinkelräta. 

 a) 
















2

1
t  och 

















1

2
t  b) 

















1
1

t
 och 

















 2
t
t

  

 



R124. Beräkna vinkeln mellan 

 a) 
















0
1
1

 och 
















1
1
0

  b) 
















1
1

2
 och 

















1
1
1

  

 

R125. Visa att vektorerna 



















2
2
1

3
1a , 


















2
1
2

3
1b  och c =  

















1
2
2

3
1  är parvis vinkelräta och har 

längden 1. 
 
R126. Två vektorer a och b med längderna 4 respektive 5 bildar vinkeln 45 . Hur lång är  
 a) vektorn a + b b) vektorn a – b 
 
R127.  Ge en ekvation i parameterform för den räta linje som går genom punkten 0P  och har en  
 riktningsvektor v enligt 

a) )2,1,1(0 P  och )3,1,4( v  
b) )0,1,3(0 P  och )0,1,1(v  
c) )0,0,0(0 P  och )3,2,1(v  

 

R128.  Bestäm tre skilda punkter på den räta linjen 


















































2
1

1

3
0
0

t
z
y
x

, t R 

 
R129.  Undersök om punkten (1,-2,2) ligger på den räta linjen. 

 a) 




















































2
1

1

4
1

0
t

z
y
x

, t R b) 


















































4
1
2

18
2
9

t
z
y
x

, t R  

 
R130. Bestäm en ekvation för den räta linje som går genom punkterna  

a) (4,2,-1) och (0,3,-1)  b) (1,0,-5) och (0,0,-1) 
 
R131. Bestäm en ekvation för den räta linje som går genom punkten (3,-2,1) och är parallell med den  
 räta linjen genom punkterna (0,2,-3) och (3,-2,-1). 
 
R132. Undersök om de räta linjerna skär varandra och bestäm i så fall skärningspunkten. 

 a) 












1

1

1

25
7

20

tz
ty
tx

, 1t  R   och   












2

2

2

11
1
3

tz
ty
tx

, 2t  R 

 

 b) 


















































1
2
1

5
3
1

1t
z
y
x

, 1t  R  och 


















































7
2
1

4
1
2

2t
z
y
x

, 2t  R  

  

c) 












tz
ty
tx

3
2
4

, t R   och   












tz
ty
tx

7
2
8

, t R 

 



R133. Bestäm en ekvation för det plan som går genom punkten 0P  och som har en  
 normalvektor n. 

a) )5,4,2(0 P  och 
















3
1

1
n  b)  )0,0,0(0 P  och 


















2
3
6

n  

 
R134. Ange en normalvektor till planet. 

a) 1034  zyx   b) 08  zy  
c) 02 x   d) 01 z  

 
R135. Bestäm ekvationen för ett plan går genom punkten (1,2,5) och har en normal med  

ekvationen  

a) 




















































2
2

1

4
2
0

t
z
y
x

  b) 












tz
ty

tx

22
2300  

 
R136. Bestäm en ekvation för det plan som går genom punkten (1,2,3) och är parallellt med  
 a) xy-planet b) yz-planet 
 
R137. Bestäm en ekvation för det plan som är parallellt med planet 322  zyx  och som  
 går genom 
 a) origo b) punkten (2,1,1) 
 
R138. Bestäm en ekvation för det plan som går genom punkterna 

a) (1,1,0) , (2,0,0) och (-1,-1,3) 
b) (3,0,0) , (0,2,0) och (0,0,1) 

 

R139. Bestäm skärningspunkten mellan den räta linjen 

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
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 och planet 

 a) 0 zx  b) 032  zyx  
 

R140. Bestäm skärningspunkten mellan den räta linjen 












tz
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tx

31
42

7
 och 

 a) xy planet b) xz planet c) yz planet 
 
R141. Bestäm skärningspunkten mellan planet 09432  zyx  och  
 a) x-axeln b) y-axeln c) z-axeln 
 
R142. Beräkna avståndet från punkten (2,1,-3) till planet 
 a) 02  zyx  b) 073  yx  
 c) 0234  yx  d) 05 y  
 
R143. Beräkna avståndet mellan de parallella planen 1432  zyx  och 14432  zyx . 
 



R144. Bestäm vinkeln mellan 

 a) linjerna 







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






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
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


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
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
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
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
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
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
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
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 b) linjen 









































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R145. Bestäm vinkeln mellan planen 122  zyx  och 032  zyx .  
 
R146. Bestäm koordinaterna för den ortogonala projektionen av punkten )1,2,2(  på  
 a) planet 0 zyx  b) planet 5 zyx  

 c) linjen 
















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
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





6
1

5
t

z
y
x

 d) linjen 
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
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














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

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
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R147. Bestäm koordinaterna för speglingen av punkten )1,2,2(  i  
 a) planet 0 zyx  b) planet 5 zyx  

 c) linjen 
















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

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
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













2
1

1

1
0
1

t
z
y
x

 

 
R148. Bestäm på formen DCzByAx   ekvationen för det plan som innehåller punkterna  

 )0,3,2(1 P  och )2,2,2(2 P  och är parallellt med linjen 





























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
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
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








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TNA001 Matematisk grundkurs för ED, KTS och MT 
Repetitionsuppgifter – facit 
 
R1. Endast d är sann 
R2. M1 = {1, 3, 5, 7, 9} , M2 = {4, 6, 8, 10, 12} 
 a) {1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12}  b) Ø 
R3. a) 27  b) -39/20 
R4. a) x2 + 13x/6 + 1/3 b) -s2/8 + 11s/6 - 4 
 c) a3 + b3 d) a3 - b3 
R5. a) 9/25 - 4x/5 + 4x2/9 b) 4x2/25 + 12x/25 + 9/25 
 c) 4y2 - 1 d) 4 
 e) 11 f) x2/25 - 9/25 
R6. a) 4x2 + 12x + 9 b) -s2 + 8s - 16 
 c) - 9x2/4 + 3x - 1 d) 0.01x2 - 1 

R7. a) 223   b) 33   c) 
2
61      

 d) 25   e) 
8
5  

R8. a) a2 + b2 + c2 + 2ab - 2ac - 2bc  b) a2 + b2 + c2 - 2ab - 2ac + 2bc 
 c) x2 + y2/4 + z2/9 - xy + 2xz/3 - yz/3  d) 1 + 6x + 12x2 + 8x3 
 e) y3/27 - y2/3 + y - 1 
R9. a) (y + 2x)(y - 2x) b) x(x + 1)2 
 c) x2(x - 1)2 d) (x + y)(a - b) 
 e) (a - b)(c - 1) f) Ingen gemensam faktor finns. 

R10. a) x - 1 b) 
yx
yx

23
23




 

 c) ax + 1 d) - t 

R11. a) 
ba

b


 b) 
1

2
x

  c) 
x
1   

 d) 
yx
yx




 e) 
ab

ab


 f) 
3

3p  

 g) 2x + h 

R12. a) 
4

17
4
3

 xy  b) 
3
1

3
5

 xy  

 c) 18y  d) 3x  

R13. a) 





 0,

3
17  resp. 








4
17,0  b) 






 0,

5
1  resp. 








3
1,0  

 c) Skärning med x-axeln saknas. Skärning med y-axeln i  18,0   
 d) Skärning med x-axeln i  0,3 . Skärning med y-axeln saknas. 

R14. a) 
3

19
3
4

 xy  b) 
5
21

5
3

 xy  

 c) 3x  d) 43y  
R15. a) (x + 3/2)2 - 13/4 b) (x - 9/2)2 - 1/4 c) (x - 3/10)2 + 1/100 
 d) - (x + 1/4)2 + 1/16 e) 3(x - 1/3)2 + 2/3 f) - 2(x - 5/4)2  + 9/8 
R16. a) m = (-3/2, - 13/4), d.v.s. minsta värde = -13/4 och fås för x = -3/2. 
 b) m = (9/2, - 1/4) c) m = (3/10, 1/100)   
 d) M = (-1/4, 1/16) d.v.s. största värde = 1/16 och fås för x = -1/4.  
 e) m = (1/3, 2/3) f) M = (5/4, 9/8) 



R17. a) x1 = 3 , x2 = 2 b) x1 = 1/2 , x2 = - 2/3 
 c) x1 = 0 , x2 = -1/2 d) x1 = 1 , x2 = - 1/4 , x3 = - 84 
R18. a) x = 3/2 ± 2/3  b) x1,2 = 2/3 
 c) x1 = 1/2, x2 = - 7/2 d) 22,11 21  xx  

R19. a) x1, 2 = ± 3 , x3, 4 = 5  b) x1, 2 = 3  
 c) x1 = - 1, x2 = 3 9  
R20. a) 122  yx  b) 922  yx   

 c) 4)1( 22  yx  d) 1)2( 22  yx   

 e) 9)3()2( 22  yx  f) 2)3()2( 22  yx  
 g) På cirkeln i c) h) På cirkeln i e) 
R21. a) Cirkel med medelpunkt i (4,0) och radie 2. 
 b) Cirkel med medelpunkt i (-4,2) och radie 3 . 
 c) Cirkel med medelpunkt i (-1,-1) och radie 2 
 d) Linjen 83y  

 e) Linjen 
4
1

2


xy  

R22. a) q(x) = x - 1, r = 2 b) q(x) = x2 + 2x - 7, r = 22 
 c) q(x) = -x2 - x - 3, r = 0 

R23. a) 
2

73



x

x  b) 
3

1585117



x

x  

R24. a) Ty f(-1) = 0 (faktorsatsen) b) Ty f(2) = 0  c) Ty f(-1) = 0 

R25. a) (x - 1)(x - 3)(x + 2) b) -x(x - 1/2)(x + 1/4) = - )14)(12(
8

 xxx  

 c) -(x - 1)(x - 4)(x - 8) 
R26. x1 = 1 , x2 = 2 , x3 = 5  

R27. a) x1 = 1, 
2

51
3,2


x  b) x1 = 1, 

2
71

3,2


x  c) x1 = 3 , 
2

131
3,2


x  

R28. x = 4 (dubbelrot) eller x = -3 
R29. a) ¾ b) 2/9 c) -1 d) 1 
R30. a) ] - 2, 1[ b) ] - 2, 1/2[ c) ] - 5, - 1/2]  [3,  
R31. a) ] 0, 1[  ]2, [ b) ] -, 0[  ]16,  [ 
R32. a) L = ] -1/2, 0[  ]1,  [ b) L = ] - , - 2 ]  ] -1, 0]  [3,  [ 
 c) L = ]- 2, 0 [  d) ] -  , -1 ]  {3}   e) ] -1, 1/2 [  [ 3/2 , 3] 
R33. a) x = 4 b) x1 = 3, x2 = 0  
 c) Ø d) x1, 2  = -1, x3 = 1, x4 = - 3 
R34. a) ] - , 4 ] b) ] 0, 3[ 
 c) R (alla reella tal) d) ] -, -3]  {-1}  [1,  [ 
R35. a) 332 b) 670 
R36. 1325 kr 
R37. 50400 
R38. n = 5 eller n = 8 
R39. a) 54, 108, 216, 432 b) 54, 36, 24, 16 
 c) 54, - 108, 216, - 432 d) 54, -18, 6, -2 
R40. a) x = 1, y = 8 b) x = 4/3 , y = 9/2 

R41. ak = 456  k     s(7) = 
125

117186  

R42. a) Under år 2057 b) Aldrig 

R43. a) 
2048
1365  b) 11400 



R44. a) 54322345 3280804010 yxyyxyxyxx   

 b) 54322345 3280804010 yxyyxyxyxx   

 c) 
753

357 17213535217
xxxx

xxxx   

R45. a) 112640:3x , 59136:6x ; 25344:7x  
 b) 348651520:3x ; 1778122752:6x ¸ 1905131520:7x  
R46. a) 160 b) 672  c) 0 
R50. a) lodrät linje x = 1  b) vågrät linje y = -4    
 c) allt till höger om y-axeln d) allt ovanför y = 1  
 e) Allt under och på x-axeln f) linjen x = y 
 g) allt till vänster om x = y h) allt till vänster och på x = y 
R51. a) 5 b) 1.3 c) 25  
 d) 3 e)  - 1 + 2  f) 2 
 g) 3 h) 6 
R52. a) cirkel M = (0, 0) , r = 2  b) inuti cirkel M = (0, 0) , r = 3 
 c) utanför och på enhetscirkeln d) två linjer x =  1  
 e) mellan linjerna y =  1  f) två linjer x =  y 
R53. a) -3 b) -5 c) -5  d) -3 
R55. a) 22 - 7i b) 41 c) -5 - 12i   
 d) 21 - 27i e) -i f) -1 
R57. a) 3/2 + 7i/2 b) -3/4 - i/4 c) 5 + 12i  
 d) 3/26 - i/13 e) 2/5 - 8i/5 f) 3 – i 

R59. a) 22
2Re

yx
xw


 , 0Im w  b) 0Re w , 22

2
Im

yx
y

w


  

R60. a) -1 b) 5/4 + 5i/4 c) -2/5 + 11i/5  
 d) 3/13 + 11i/13 e) 3 - 3i f) -1/2 + i/2 
R61. a) π /2 b) 3π /4 c) 5π /4   
 d) 3π /2 e) 7π /4 f) 0  
 g) 5π /3 h) π /6 

R62. a) r = 1 , zarg  = π /4, d.v.s. 4
π

i
ez   b) r = 3 , zarg  = π , πiez 3  

 c) r = 1, zarg = 2π /3, 3
2πi

ez    d) r = 1 , zarg = 7π /6, 6
7πi

ez   

 e) r = 8 , zarg  = 7π /4, 4
7

8
π

i
ez   f) r = 1 , zarg  = 3π /2, 2

3π
i

ez   
R63. a) 3 + i b) 3/2 + 3i3/2 c) -2 + 2i3  
 d) -4 e) - 33 - 3i f) - 2i 
R64. a) r = 2 , warg  = 11π /6 b) r = 6 , warg  = π /6   
 c) r = 23 , warg  = 0 d) r = 2, warg  = π /2   
 e) r = 1/2 , warg  = 11π /6 f) r = 1/2 , warg  = π /6 
R66. a) r = 4 , warg  = π  b) r = 2 , warg  = 3π /2  
 c) r = 1/2 , warg  = π /2 d) r = 162 , warg  = 3π /4  
 e) r = 42 , warg  = 7π /4 f) r = 4 , warg  = π /2 
R68. a) i b) -1    
 c) -1/2 - i/2 d) -3/2 + i/2 
R69. a) -2 + 2i b) -4 + 4i     
 c) 1/2 - i3/2 d) -643 - 64i 
R70. cos 3x = 4 cos3 x - 3 cos x, sin 3x = 3 sin x - 4 sin3 x 



R71. a) 3e 2
πi

 b) 4e 2
3πi

 c) 2e 0i   

 d) 2e 4
πi

 e) e 3
2π

i
 f) 5e πi  

R72. a) – 2 b) -2i c) -1/2 + i3/2  
 d) 23 + 2i e) 1 - i  f) -23 + 2i 
R74. cos 3x = 4 cos3 x - 3 cos x, sin 3x = 3 sin x - 4 sin3 x 
R75. 64 
R76. -4i/27 
R77. a) Alla komplexa tal z som ligger på linjen 3y  
 b) Alla komplexa tal z som ligger på linjen 232  xy  
 c) Alla komplexa tal z som ligger på och innanför cirkel med medelpunkt i )1,0( och radie 2. 

R78. a) D = [-3, 1] ,  2,0V  b) D = ]-3, 1[  , 



  ,

2
1V   

R79. a) 2x2 + 4x – 1,   ,3V  b) 4x2 – 1,   ,1V    c) 4x – 3, V  ,  
R80.  
 
  
 
 
 
 
 
R81.    
 
 
 
 
 
 
 
 
R82. f- - 1(x) = 

3
13




x
x .  Båda har samma D och V : R\{3} 

R83.  
 
 
 
 
 
 

R84. a)  2,10,
3
24

)(1 


 y
y

yf   

 b)  5,1,
4

33)( 1

2
1 


 


f

Dxxf ,  gemensam punkt 






 
3

132,
3

132 . 

R85. a) 0 b) 1      
 c)-1 d) 2 



R86. b) - 3 - 2  
 c) 
   

 

 

 

 

 

  
 d) ]11,7[]3,5[ 11   ffff DVVD  

R87. a) 1 b)  1 eller 4 

 c) 
2

533   d) 1    

R88. a) ]0, 2[ b) ]- ∞ , -1 [   ,2   
 c) ]- ∞, -2[  ]0, 3[ d) ]32,32[   

R89. a) ]3, 3.5[ b) ] 2,2  ] 
R90. a) 4 b) 2     
 c) 1/2 d) 1/2 

R91. a) ex b) ex + y    
 c) 12 x  d) 2( 11  xx ) 

R92. a) Df = R . f - 1(x) = ln 
x

x
1

 , x   ]0, 1[ 

 b) Invers saknas.    
 c) Df = ]0, ∞[, f - 1(x) = ln (ex + 1),   ,1f

D   

R93. a) 4  b) 1/4     

 c) x4 d) 
5

53  

R94.  10 
R95. -27, 1 eller 8 
R96. a) 22x + y b) 27 
R97. a) 2 b) 2     
 c) 2/3 d) 3 eller -1 
R98. a) sin α  = 4/5 , tan α  = 4/3 , cot α  = 3/4  
 b) cos α  = - 24/25 , tan α  = - 7/24 , cot α  = - 24/7 

 c) sin α  = 
10
3

  , cos α  = 
10
1

  , cot α  = 
3
1  

 d) sin α  = - 12/13 , cos α  = 5/13 , tan α  = -12/5 

R99. 3215cot,3215tan,
4

2615cos,
4

2615sin 





 oooo  

R100. a) sin x b) sin x 
  c) 0 d) - 2/cos 2x 
R102.  a) sin 2α  = - 24/25 , cos 2α  = - 7/25  
  b) - 7/9 c) 15/8  
  d) sin 2α  = 7/25, cos 2α  = 24/25 



R104. a) sin x + 3 cos x = 2 sin (x + π /3) b) - sin x - 3 cos x = 2 sin (x - 2π /3) 
 c) - sin x + 3  cos x = 2 sin (x + 2π /3) d) sin x - 3 cos x = 2 sin (x - π /3) 
 e) 3 sin x - 3 cos x = 2 3 sin (x - π /6) f) - 4 sin x - 4 cos x = 4 2 sin (x -3π /4) 
R105. a) π /2  eller 7π /6 b) π /6, 7π /18, 5π /6, 19π /18, 3π /2  eller 31π /18  
R106.  a) - 5π /6 ellerπ /2 b) –17π /18, -π /2, -5π /18, π /6, 7π /18 eller 5π  
R108. a) πnπx 25   eller πnπx 254   , Zn  b) πnπ 26   eller πnπ 265   , Zn  
 c) Znπn ,   d) πnπ 23   eller πnπ 234   , Zn  
R109. a) Znπnπ  ,220  b) Znπnπ  ,26  
 c) Znπnπ  ,23  d) Znπnπ  ,2  
R110. a) Znπnπ  ,72  b) Znπnπ  ,3  
 c) Znπnπ  ,6  d) Znπnπ  ,4  

R111. a) 
3

2
18

πnπ
  eller 

3
2

18
5 πnπ

 , Zn   

 b) πnπ


24
 eller πnπ


24

17 , Zn  c) 
20

17,
20
9,

20
πππ  

R112.  a) 
7

2
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  eller πnπ 2

2
  , Zn  b) 

3
4,0 π  

 c) Alla reella x  

R113. a) 
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  , Zn  b) πnπ


3
 eller πnπ


3

2  , Zn  

 c) πn2  eller πnπ 2
3
  , Zn  

R114. a) πnπ 2
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6
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  , Zn        b) πnπ 2
3
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R115 a) 
2
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 c) πππ 3,2,,0   d) 
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4

,
2
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R116. a) 
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R117. a) Nej b) Nej c) Ja d) Nej 
R118. a) 31s  b) 2s  c) 6s  
R119. a) 9  b) 37 
R120.  3 
R121. 5ba  , 262  ba , 32  cba  
R122. 23t  
R123. a) 2t  b) 1t  eller 2t  
R124. a) 3π  b) 2π  

R126. a) 22041  b) 22041  
 Tips: Utnyttja att det för en vektor u gäller att uuu 2  (vilket följer av att 

 20cos uuuuuuu  ). 

R127. a) R
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R128. T.ex. 0t ger oss punkten  3,0,0 , 1t ger punkten  5,1,1  , 10t  ger punkten  17,10,10   
R129. a) Nej b) Ja (för 4t ) 



R130. a) R
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R131. R
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R132. a) Nej b) Ja, i punkten (2,1,4) c) Ja, i punkten (6,4,5) 
R133. a) 133  zyx  b) 0236  zyx   

R134. a) 
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1
0
0

 

R135. a) 722  zyx  b) 722  zyx  
R136. a) 0z  b) 0x  
R137. a) 022  zyx  b) 522  zyx  
R138. a) 6433  zyx  b) 6632  zyx  

R139. a) 

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R141. a) 
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4
9,0,0  

R142. a) 
2
6  b) 

5
106  c) 

5
9  d) 6 

R143. 
29

13  

R144. a) 2π  b) 2π  
R145. 3π  

R146. a) 


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
 
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R147. a) 
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
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3
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3
8  b)  3,2,6   c)  3,1,1  

R148. 1223  zyx  
 


