FO 5: Induktionsbevis

¢ Induktionsbevis illustreras via Exempel 26 nedan
e Bevis av summaformeln for aritmetisk summa med hjélp av ett induktionsbevis (Exempel 27)
e Exempel pa en olikhet som bevisas med induktion: (x+1)" >1+nx,neZ", x>0 (Exempel 28)

Det forekommer da och da att man harleder satser med hjalp av s.k. induktion. | princip gar man till vaga
s& har:
Man har en féljd pastdenden P(no) , P(no + 1) , ... och man vill visa att P(n) ar sant for alla heltal n > no.

Beviset sker i tre STEG.

STEG 1. Man visar att P(no) ar sant.

STEG 2: Man visar att for varje p > no galler det att om P(p) ar sant, sa ar aven P(p + 1) sant.
STEG 3: Man drar den 6nskade slutsatsen ndmligen att P(n) ar sant for alla heltal n > no .

Vi ska illustrera tekniken med hjalp av nagra exempel. Vi anvander beteckningen "= " e.d. da vi tar det

s.k. "induktionssteget”, som ar den viktigaste delen av STEG 2.

Exempel 26
Bevisa att for allan e Z+galler P(n): ) (2k —1) =n’

k=1
Lésning :

Vi infor beteckningarna V(n) och H(n) for respektive vanster- och hogerled i pastaendet

P(n) ovan. d.v.s. V(n) = Zn:(Zk —1) och H(n) = n2
STEG 1 P(1):v(Q1)= i(Zk—l) =2-1-1=1 medan H(1) =12=1

Alltsd ar V(1) = H(1) och P(1) &r sant.

STEG 2: Vi antar att P(p) ar sant for ndgotp € Z+. d.v.s.
P
V(p) = > (2k—-1)=H(p)=p°
k=1

Detta medfor att

Vp+1)= pZ+%‘(2k—1)=Zp:(2k—1)+2(p+1)—1=Zp:(2k—1)+2p+1?

p2+2p+1=(p+1)2=H(p+1)
och déarav foljer att &ven P(p + 1) &r sant, d.v.s. vi har visat att P(p) sant = P(p + 1) sant.
STEG 3: Eftersom P(1) &r sant maste enligt STEG 2 dven P(2) vara sant, men det innebar dven att
P(3) ar sant o. s. v. och vi kan dra den dnskade slutsatsen: Z(Zk —1) =n® géller for alla

k=1

neZz.



Exempel 27
Bevis av summaformeln for aritmetisk summa med hjélp av ett induktionsbevis.
Bevis:

Vi ska bevisa att P(n): V(n) = Z(a+ (i-1)d)=n = H(n) géller for allan € Z+
i=1

2a+(n-1)d
2
STEG 1 P(1): V(1) = i(a+ (i-Dd)=a H() :% =a

Alltsd V(1) = H(1) d. v. s. P(1) géller.

STEG 2: Vi antar att P(k) galler for godtyckligt fixt tal k € Z+d.v.s.
k j—
VK = > (a+ (i-1)d) = kw ~H(K)
i=1
Detta medfor att

k+1 k

V(k+1)=Z(a+(i—1)d)=Z(a+(i—1)d)+(a+kd)f

- :2;1k+k(k—1)d+2a+2kd _
2

_2a(k +1)+2(k2+k)d _2a(k +1);(k +1)kd ~(k+D) 2a-|2rkd

2a+(k-1d

=k +kd

Dessutom har vi

H(k+1)= (k+1) 2a+(k2+1—1)d 2a+kd

=(k +1)T
d.v.s. V(k)=H(Kk) = V(k+1)=H(k + 1)

STEG 3 Enligt steg 1 galler pastdendet for n = 1. D& galler det enligt steg 2 dven for
n=1+1=2.Men da galler det aven fér n=2 + 1 = 3 0.s.v. Via matematisk induktion har vi
alltsd att pastaendet galler for allan € Z+, v.s.v.



Exempel 28

Vi skall visa via induktion att sambandet (1+Xx)" >1+nx géaller fér alla ne Z* och x>-1.
Bevis:

l. For n=1 farviVL= (1+x)' =1+x=HL
Alltsd har viVL > HLfor n=1.

. Antag att sambandet galler for n=p>1, d.v.s. (1+x)°? >1+px
Studera nu fallet n=p+1.
Vifarda (1+x)"* =(1+x)°-(1+x)

>(1+px)(1+Xx) (enligt antagandet och eftersom x>-1)

=1+ X+ pX+ px*

=1+(p+1)x+px?
Men 1+(p+1)x+px®>1+(p+1)x eftersomp &r ett positivt heltal och x?>0.
Saledes galler (1+x)*"* >1+(p+1)x d.v.s. sambandet galler for n=p+1 om det
géller fér n=p.

1. Vi har visat att pastaendet galler for n=1. Enl. Il galler pastdendet dafor n=1+1=2,
och da gallerdetfor n=2+1=3 o.s.v.

Via matematisk induktion géaller saledes om x> -1 att(1+x)" >1+nx forallane Zz*, V.S.V.



Ovningar - Induktion, binomialsatsen
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Bevisa med hjélp av induktion att foljande formler géller for alla ne Z*:

a) > (3k-2)= 31— bs) 3L n

2 S~ -1 2n+1

Bestam t sd att formeln " (3k* —k) =n*(n+t) galler for n = 1. Visa sedan att formeln
k=1

géller med detta t-véarde forallan=1, 2, 3, ...
Visa med induktionsbevis att 7" - 2n &r delbart med 5 forallan=1, 2, 3, ...

Visa att 3n > n3 for allan > 3.

Visaatt 3¢ = D fyrallan=1,2.3,..

k=1

n n 2
Visaatt Y k® = (Z kJ
k=1

k=1

Skriv som en summa
a) (x +2y)* b) (x - 4y)*

Berdkna foljande binomialkoefficienter
7 b 15
D3 M2

Vilken av foljande bada binomialkoefficienter ar storst?

10 I 16 b 81 I 30
o (g () e )
. . n n
Bestdm n sa att (3J=(7J

Berakna koefficienten for
a) x4 i uttrycket (2x - 1) b) x3 i uttrycket (1 - 3x)

Berdkna den term som &r oberoende av x i utvecklingen

a) (X +§j6 b) (XZ —%T



FACIT
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t=1

a) x* +8x3y + 24x°y? + 32xy® + 16y* b) x* —16x%y + 96x2y? —256xy* + 256y*
a) 35 b) 455

a) bada ar 120 b) 3240 respektive 4060

endast n = 10 (Ekvationen har rétterna 10, -1 och tva komplexa rétter)

a) - 21840 b) - 4455

a) 20 b) 3

¢) 105/2



