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1. a) Systemet

ailry + appres + ... 4+ appx, = 0
a1ty + aggxre + ... + agpxy, = 0
11 + apsrs + ... + appxn, = 0

har icke-triviala l16sningar om och endast om systemets matris

aj; aip ... Qin

asr a2 ... Qon
A= .

an1 Ap2 ... Qpp

dr singulér d.v.s. om och endast om det(A) = 0.

b) Systemets matris &r

1 11
A= 1 b 3
2b -3 b

Enkellt berikning leder till att det(A) = —b% + 5b + 6 som &r noll enbart om b = —1 eller om
b= 6. Ifall b = —1 antar systemet formen

1 + x2 + 23 = 0
gy — X9 + 3x3 = 0
—2r1 — 32 — w3 = 0

och har l-parameterslosningen (z1,zo,z3) = t(—2,1,1). I fallet nir b = 6 antar systemet
formen

x1 + a2 + w3 = 0
z1 + 6x9 + 3x3 = 0
1229 — 329 + 6xz3 = 0

som ocksé har en 1-parameterslosning, den hér gangen pé formen (1, z2, z3) = (3,2, —5).

2. a) En kvadratisk matris A #r ortogonal om A~! = A? d.v.s. om AA" = E.
b) Enkel berékning leder till att

0
AAY = IV2(c-1)

[a)
Wl
Q

o
wino

—_



sd att AA* = E om och endast om ¢ =1 och a = +1.
¢) Om ¢ =1 och a = £1 har vi att

0 o 2
Al=At=] £1 0 0
2 1

. a) Planets normal 7 far vi t.ex. genom att beriikna vektorprodukten av P—Q) = (1,2,3) och
——

R=(2,-2,3),
—_— —
= PQ x PR = (12,3, —6).
Saledes, planets ekvation blir: 122+ 3y —6z+ D = 0 dér konstanten D kan bestdmmas genom

att sitta in t.ex. punkten P i m:s ekvation: 12-14+3-(—1) —6-0+4 D = 0 vilket ger D = —9.
Ekvationen blir alltsa 12z 4+ 3y — 62 — 9 = 0 eller, efter att vi har delat den med 3,

dr+y—22—-3=0.
b) Avstandet mellan 7 och S kan fas ur en formel pé sid. 141 i boken:

4-(—2)—1—1‘0—2‘5—3: 21 _ oL
VA2 +12 4 (—2)2 V21
Om vi minns ej den firdiga formeln kan vi ga tillvéiga pa foljande sétt: vi drar (i vara huvuden,

forstas) en linje [ genom S och ortogonal mot planet 7. Linjens riktningsvektor dr parallell
med normalen 7 och [ kan alltsa skrivas som

d =

I=(=2,0,5) +t(4,1,-2) = (=2 + 4t,¢,5 — 2¢).

Linjen [ skiir m nér parametern ¢ dr siddant att den lopande punkten pa linjen uppfyller dven
planets ekvation, dvs om ¢ dr sadant att

A(—244t)+t—2(5-2t)—3=0

vilket ger ¢ = 1. Skérningspunkten 7" mellan linjen [ och planet 7 dr alltsda T = (=2 + 4 -
1, 1,5—2-1) = (2, 1, 3) Avstandet d mellan 7 och [ blir d& lika med lingden av vektorn
ST—( —(-2),1 - —5)=(4,1,-2):

d=|(4,1,-2)] = /42 + 12+ (=2)2 = V21.

a) Som bekant, F': R? — R? r linjir om for varje par v, W av vektorer i rummet och varje
par o, av konstanter giller att

F(a + W) = aF(7) + BF(W). (1)

I vart fall har vi att for en godtycklig vektor 7} i rummet giller att

P(7)- T4



(projektionsformeln, ty F' verkar sa att den projicerar vektorerna pa linjens riktningsvektorn
—\ e
u) sa att

F(av +pw) = — u:aﬁ'ﬂ)u—i-ﬁﬁ.ﬁu:aF(v)—l—ﬂF(w),

vilket visar att kravet (1)ar uppfylld.

b) Vi har naturligtvis att F'(uw) = u sa att samtliga vektorer som #r parallella med I:s
riktningsvektorn u &r egenvektorer med samma egenviirde 1. Vidare, alla vektorer ortogo-
nala mot u projiceras pa nollvektorn och saledes utgor egenvektorer med samma (for alla)
egenvirde 0.

. Matrisen A kan alltid tolkas som en matris for en linjir avbildning av rummet R?, given
i en standard ON-bas e = (e1,e2). Matrisen &r symmetrisk sa att det finns en ON-bas av
egenvektorer till A. Vi borjar alltsd med att hitta den. Genom att l6sa den karakteristiska
ekvationen det(A — AE) = 0 far vi tva stycken egenvérden: A\ = 0, A2 = 5, med motsvarande
egenvektorer v; = (—2,1) respektive vy = (1,2). De &r - i 6verenskommelse med en viktig
sats om symmetriska avbildningar - ortogonala. Genom att normera dem far vi en ON-bas

av egenvektorer:
1 /-2 1 /1
fl_%<1>’f2_ﬁ<2>‘ (2)

I den nya basen f = (f1, f2) avbildningen har matrisen

00
=03

(diagonal med egenviirden pa diagonalen). A andra sidan, vi vet fran en sats att A ;= T—1AT,
dér T &r basbytematrisen fran basen e till basen f, som avléses direkt ur (2).

1 /(-2 1
-5 (1)
Genom att multiplicera sambandet Ay = T—YAT med T fran viinster och med 7! fran hoger
far vi att A = TAfT_l. Ur detta fojler att

A0 = (7 A7)

= (TA;TY) (TAT™Y) .. (TAT™Y) = TAPOT
Vidare, T=! = Tt = T ty T #r bade ortogonal och symmetrisk. Vi far alltsa

100 _ (0 O _l/=21y/0 0 =2 1\ L9

. Matrisen R &r ortogonal, ty RR! = E och desutom det(R) = +1, d.v.s., enligt Eulers sats
om isometriska avbildningar, den #r en rotation. Rotationsaxeln hittar vi genom att losa
ekvationen RX = X, dir X = (z1, 22, 3)". Losningen ir

1
X=t]1
0



vilket ger att rotationsaxeln #r parallell med vektorn (1,1,0). Rotationsvinkeln far vi om
vi tar en vektor i planet z1 + x9 = 0 (det &r det plan som &r ortogonal mot rotationsaxeln
och som gar genom origo) t.ex. v = (1,—1,0) och verkar pa den med R. Rotationsvinkeln
motsvarar da vinkeln mellan v och R(v) = (0,0, —v/2). Man ser dock litt att v - R(v) = 0 sa
att de bada vektorer ér ortogonala. Rotationsvinkeln maste da bli /2.

. Eftersom P(sinz) = sin(z + ¢) = sinxzcosy + coszsing och P(cosz) = cos(z + ¢) =
cos x cos ¢ — sinz sin ¢ har vi att P:s matris i basen (sinx,cos z) r

A (CosP — sin ¢
~ \singp cosp )
Eftersom det(A) = cos? ¢ +sin? = 1 # 0 #ir A inverterbar och siledes P~! finns och har

matrisen
A1 — cosp singp
- \—sinp cosp/’



