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1. a) Tiex. &1 + 22+ 23 =0 och x1 + z2 + 23 = 1.
b) De punkter som ligger i samtliga plan &r precis de som 16ser ekvationssystemet
T +2x0+x3 =1

201 +x9 —x3 =2
1 —x9+3x3 = —1

Gausselimination leder snabbt till att det ovanstaende systemet #r ekvivalent med

T+ 22 +2x3 =1
—3!L’2 — 3:1,‘3 =0
5333 =-2

vilket snabbt ger att x; = 3/5, zo = 2/5 samt att z3 = —2/5. Saledes véra tre plan skir
varandra i punkten (3/5,2/5,—2/5).

2. Avbildningen F #r linjdr eftersom for godtyckliga vektorer u och v och godtyckliga konstanter
« och 3 giller att

F(au+ pv) =e1 x (au+ fv) = aey X u+ fe; x v =aF(u) + fF(v),

p.g.a. egenskaper av vektormultiplikation. Vidare har vi att F(e;) = e; x e; =0, F(ey) =

e1 X eg = e3, F(e3) = e; X e3 = —ey (hoger ON-bas!) s att avbildningsmatrisen blir
000
A= 0 0 -1
010

Saledes, bilden av e; — 2ey + 3es blir (i basen e) lika med AX dir X = (1,-2,3)T, dvs
0,-3,-2)T i.e.
F(€1 — 2e9 + 363) = —3eg — 2es.

Samma resultat kan hér ldtt riknas direkt om man utnyttjar att F dr linjér:
F(61 — 2e9 + 363) = F(el) — 2F(€2) + 3F(63) =0—2e3+ 3(—62),

enligt ovan.



3. a) se boken, kap. 8.

b) Eftersom v = (1,2, 3) avbildas pa —(1, 2, 3) sa &r v normal till speglingsplanet. Det betyder
att speglingsplanet har ekvationen z; + 222 + 3zs = 0. Vidare, om speglingen betecknas med
S, har vi att spegelbilden S(e;) av basvektorn e; ges av

e;-Uu

u

S’(ez) = €; — 2

(R
(eller hur?). Sétter vi in alla e; i denna formeln sa far vi att

1 1
S(el) - (17070) - QE(LQ;S) = ?(6u -2, _3>
och pa samma sitt far vi att S(e2) = 2(—2,3,—6) och S(ez) = 2(—3,—6,—2). Saledes,
avbildningsmatrisen blir

6 -2 -3
s 5 6
-3 —6 —2

4. Vi méaste visa att vektorerna fi, fa, f3 dr linjdrt oberoende, ty om de ir linjédrt oberoende sa
utgor de en bas i R? (de spianner upp R? da). Vi loser alltsi ekvationen

Afi+Aafa+A3fs =0
med avseende pa \;. Detta ger att
(M + A2+ Az)er + (A2 + Ag)es + Azez = 0;
men eftersom vektorerna ey, es, e dr linjért oberoende (de utgor ju en bas) sa maste vi ha att

AM+d+A3 =0
X+Xd3 =0
A3 =0

vilket har enbart trivial 16sning Ay = Ao = A3 = 0. Séledes, vektorerna f1, fo, f3 dr linjért
oberoende.

Basbytematrisen fran basen e till basen f dr

0 01
T=1011
111

(koefficienterna av utveckling av f; 1 basen e utgor j-te kolonn i matrisen 7'). Om vektorn u
har koordinaterna (z1,z2,x3) i basen e d& har den i basen f koordinaterna (yq,y2,ys) dér

1 Y1
o | =T | w2
€r3 Y3



i.e. sambandet blir: x1 = y3, o = y2 + y3, 3 = y1 + Y2 + y3 som é&r ldtt att 16sa ut med

avseende pa y;: Y1 = —To + T3, Y2 = —T1 + T2 ,y3 = x1. Pa kopet far vi T~ (varfor?):
0O -1 1
T7'=( -1 1 0
1 0 0
Vidare, 2es — f3 = 2e2 — (e1 + e2 + e3) = —ey + ez — e, vilket medfor att 2es — f3 har

koordinaterna (—1,1,—1) i basen e. Till sist, ex = fo —e3 = fo — f1 och sdledes 2es — f3 =
2(fo— f1) — f3 = =2f1 + 2f2> — f3 sa att 2ex — f3 har koordinaterna (—2,2,—1) i basen f.

. Uppgiften leder till foljande minstakvadratproblem:

1 0
1 a '\ 8
L1(5) =] S
1

20

AX

11l
sy

=W = O

som alltsd saknar 16sning i vanlig mening. Multiplicerar vi systemet fran viinster med den
transponerade matrisen A’ far vi systemet A’AX = A'B eller, efter enkla rikningar

26 8 a\ [ 112
8 4 b ) 36
som har entydig 16sning a = 4, b = 1. Séledes, den linje som bist approximerar vara mét-
punkter ér y = 4z 4+ 1. Rita girna en figur sa att du kan sjilv se att det stimmer!

. a) se boken, sats 16 sid. 254.

b) Det &r faktiskt ldttare att bestimma o sa att dim V(F) = 3 (da kommer, enligt dimen-
sionssatsen, dim N (F') att vara lika med 1). Vi vet att viirderummet V(F') ges av linjéra
holjet av samtliga kolonner Ki, Ky, K3, K4 i matrisen A = (K Ko, K3, K4). Vi ser litt att
K4 = K3 — K sa att egentligen V(F) = [K; Ko, K3]. Alltsa, dim V(F) blir 3 endats om
kolonnerna K; K, K3 #r linjirt oberoende, alltsd om det(K; K», K3) # 0. Men

1
det(KLKQ,KQg) =2 =a+7,
1

o = R
O = W

sd att dim V' (F) = 3 s snart a # —7.

. F &r linjir ty en linjir kombination (med konstanta koefficienter) av linjdra avbildningar
(alla deriveringsoperatorer #r ju linjdra) dr linjir. Lat oss beteckna standardbasen (1, z, 2?)
i P»(R) med (f1, f2, f3). Vihar att F(f1) = (1)" +2(1)) +1 =1 = f;. Pa samma sitt far
man att

F(f:) = 2fi+fe
F(f3) = 2fi+4fo+f3



Det betyder att i standardbasen har avbildningen F' matrisen

1 2
A= 0 1
00

=N

och eftersom det(A) = 1 # 0 far vi att F' dr inverterbar (enligt sats 15 sid. 253). Vidare,
eftersom F(f1) = fi maste vi haatt fi = F~!(f1). Enligt samma princip, om F(fs) = 2f1+ fo
da dr fo = FY2f1 + f2) = 2F Y (fi) + FY(f2) /F #r ju linjir/ = 2fy + F1(f2). Ur
detta kan vi snabbt rikna ut F~1(f2): F~Y(f2) = —2f1 + fo. PA samma sitt far vi att
F~Y(f3) = 6f1 — 4fo + f3. Naturligtvis kan man #ven berikna A~! for att fa detta, men
ovanstaende metod #r snabbare. Det aterstar alltsi att berikna F~!(ax? + bz + c):

FYaz® +bx+¢) = aF Ya?) +0F Y(2) +cF (1) =
= a(6fi —4f2+ f3) +0(=2f1 + fo) +cf1 =
= ax® + (—4a+b)x +6a — 2b+c,

dir vi utnyttjar linjiriteten hos F~! och uttrycken for F'~1( f;) som vi fick ovan.



